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CAPITOLUL 1

Introducere

1. Istoricul teoriei sistemelor asincrone

Profesorul Grigore Moisil (1906-1973) este unul dintre fondatorii computer
science-ului din Roménia, fiind intemeietorul in tara noastrd a scolii de teoria cir-
cuitelor de comutatie. Domeniile in care a publicat lucrari cuprind de asemenea
mecanica, analiza matematicd, geometria, algebra si logica matematicd. Printre
membrii gcolii sale putem mentiona pe George Georgescu, Serban Basarab, Ioana
Petrescu (méritatd Voiculescu), Sergiu Rudeanu, Petre Ivinescu, Gheorghe Nadiu,
A. Deleanu, Toma Gagpar, I. Muntean, Dragos Vaida, Gh. Ioanin, P. Constanti-
nescu, C. Popovici, Mariana Coroi-Nedelcu.

Profesorul Moisil a avut o influents profundi asupra gandirii matematice romé-
nesti, ardtad necesitatea orientdrii ei spre aplicatii. El a simtit importanta imens
a informaticii pentru umanitate inc& din anii '50 ai secolului trecut! dar, desigur,
ideile sale erau premature atunci, intr-o atmosferd matematicd dominatd de curen-
tul Bourbaki, favorabil mai degrabd studiilor teoretice decat aplicatiilor practice.
De exemplu in 1965 [21] el a introdus in cartea sa o colectie originald de circuite?
si a propus cititorilor si continue cercetarea lor. An de an, aldturi de colaboratorii
séi, el a studiat variate aspecte ale asa numitei informatici teoretice, in seminarii
si mai ales in sesiunile de comunicari ale grupului de teoria sistemelor din cadrul
Facultdtii de Matematicd a Universitdtii Bucuregti. Putin cate putin, cercetarile
s-au mutat aproape complet spre aspectele pur teoretice. Chiar mai mult, dupa
cunostinta noastra, la inceputul anilor ’70, cercetarea din domeniul circuitelor de
comutatie practic a incetat, in ciuda recunoasterii unanime a importantei sale.

Modelarea in timp discret a fenomenelor de comutatie din opera lui Moisil s-a
dovedit a fi o abordare indrizneatd si in acelasi timp o limitd a teoriei sale. Intr-
adevir, in acea vreme, problema gradului in care modelarea in timp discret poate
aproxima modelarea realistd ficutd in timp real a fost ignorata.

in consecintd, datoritd numeroaselor exemple concrete, comunitatea matemat-
icd a fost fortatd si ia in considerare mai atent problema relatiei dintre modelarea
in timp discret i modelarea in timp real. Cercetirile noastre de teoria circuitelor
de comutatie au fost influentate de ideile lui Moisil, degi nu direct: noi am ajuns s
le cunoagtem in anii studentiei (1979-1984). In acele vremuri, electronica digitali
era mai degrabd descriptivd decat formalizatd matematic. Agadar, in dorinta de
a intelege fenomenele care au loc in circuitele de comutatie, am devenit interesati

Moisil spunea in 1953: ‘Foarte curand oamenii se vor impdrti in doud categorii: oameni
batrani si oameni care gtiu si lucreze la calculator’.

2Cuvintele: circuit de comutatie, circuit asincron, circuit, retea sunt considerate sinonime in
acest context.
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FIGURA 1. Armaturd cu doud contacte

de formalizarea lor matematici. A urmat o muncé dificili de documentare, f3-
cutd cu speranta descoperirii matematicii care std in spatele acestor circuite. Spre
marea noastrd surprizd, nu am gisit aproape nimic din ceea ce ne interesa, legat
in particular de studiul functiilor R — {0, 1}. De fapt spre sfarsitul anilor ’80 pro-
fesorul Sergiu Rudeanu ne-a confirmat lipsa unui astfel de studiu in matematica
mondiald. Ca urmare, in anii 90 si chiar mai inainte directiile noastre de inves-
tigatie matematicd erau legate inclusiv de gisirea uneltelor matematice necesare
studiului circuitelor asincrone. Am ajuns la doud categorii distincte de circuite. In
mare vorbind, prima categorie contine circuite de intarziere® care conectate in serie
pistreazd modelul si a doua categorie contine acele circuite care, legate in serie,
nu pastreazd modelul. Prin identificarea circuitului cu modelul siu, aceeasi idee
se poate exprima sub forma: doud circuite de intdrziere legate in serie formeazd
un circuit de intdrziere in prima categorie in timp ce intr-a doua, doud circuite de
intdrziere legate in serie nu formeazd un circuit de intdrziere.

Aceastd impértire in doud categorii a rezolvat aga numitul paradox pe care l-am
descoperit in 2001. Mai exact, am gasit urméand teoriile descriptive ale profesorilor
nostri doud circuite de intarziere care, prin legare in serie se comportau in mod
diferit de fiecare dintre ele luat separat. Acestea erau cazuri particulare de circuite
din a doua categorie, pe care profesorii nogtri le considerau ca fiind din prima
categorie.

Solutia de rezolvare a paradoxului a fost bazatd pe modul in care Moisil gandea
modelarea gi pe care mai mult sau mai putin l-a impus in Romaéania. Probabil c&
aceasta a fost influenta reald pe care marele matematician a avut-o asupra noastré.

2. Mostenirea ramasa de la Moisil

Moisil prezint# [21], [22] contactele si releele in urmatorul mod?. Un contact
e un dispozitiv cu doud pozitii: deschis si inchis. Figura 1 contine o armiturd cu
doud contacte. Contactul superior al arm&turii e numit contact de deschidere

3Considerdm ca sinonime expresiile circuit de intarziere si element de intarziere. in limba
englezd, pe langd delay circuit gi delay element mai avem si terminologia de delay buffer.

41n acei ani el stia bine cd circuitele asincrone pot fi realizate gi in alt mod, anume cu tuburi
electronice si cu tranzistoare. Astfel de dispozitive sunt studiate in lucrdrile sale. Noi am ales si
prezentam contactele si releele deoarece ele reproduc cel mai fidel, dup& parerea noastra, intentiile
sale matematice, fard ca generalitatea expunerii si fie afectaté.
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FIGUuRrA 2. Simbolurile contactelor
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FicurA 3. Un dipol cu contacte

si contactul inferior e numit contact de inchidere. O variabild binard e asociati
fieciruia dintre ele astfel:

x = 0, daci contactul de inchidere e deschis;

x = 1, dacd contactul de inchidere e inchis;

T = 1, dac& contactul de deschidere e inchis;

T = 0, dac& contactul de deschidere e deschis.

In circuite, contactele sunt simbolizate ca in Figura 2. Avem:

x =0, dac# in Figura 2 a) curentul nu poate si treacd prin fir;

x =1, dac# in Figura 2 a) curentul poate si treacd prin fir;

Z =0, dacd in Figura 2 b) curentul nu poate si treacd prin fir;

T = 1, dacd in Figura 2 b) curentul poate si treacd prin fir.

Contactele se leagd in serie gi in paralel ca in Figura 3 si se formeaza astfel un
dipol, pentru care conductivitatea e variabila w definitd prin

w = 0, cand dipolul nu permite curentului s& treacd prin deschiderea circuitului;

w = 1, cand dipolul permite curentului s& treacd prin inchiderea circuitului.

Agadar w e o functie de x,y, z anume:

w=F(z,y,2) =z-yUZ.

Am notat prin —, -, U legile Boolene obignuite.

In acest moment se presupune existenta® lui 7 > 0 aga incat in orice interval
(n7,(n + 1)7), orice variabili care apare in retea are o valoare binard constant,
notatd prin ,, yn, ... unde timpul discret n parcurge multimea N = {0,1,2,...}.

Un releu (ordinar) (Figura 4) e un dispozitiv constand dintr-un electromagnet
care atrage o armitursd cu contacte. Variabila £ asociatd curentului din infigurarea
releului ia in fiecare interval n una din urm#toarele doua valori:

¢, = 0, atunci cand in intervalul n curentul nu trece prin infigurarea releului;

&, =1, atunci cand in intervalul n curentul trece prin infisurarea releului.

Ecuatia caracteristica pentru releele ordinare cu contacte ideale e definita
prin

Tnt+1 = &y,

SInvitdm cititorul s& mediteze la ipoteza care urmeazi gi care ne-a ridicat unele semne de
intrebare. Aici se justificd folosirea timpului discret in locul timpului real.
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FicURA 5. Retea cu doud relee

ceea ce inseamnd c& releul actioneazi ca circuit de intarziere. Mai exact, releul
introduce in circuit o intarziere de o unitate de timp.

Figura 5 aratd cum au fost simbolizate releele in retea. Circuitul contine un
contact gi doud relee X, Y si il studiem folosind cinci variabile:

a - asociatd contactului;

&, n - asociate curentilor din infiguririle releelor lui X, Y;

x, 1y - asociate contactelor lui X,Y.

Ecuatiile sunt:

En = Gn " Yn,
Ny = G - T UYn,
Tn4+1 = gnv

Yn+1 = Ty -
Pornind din ’pozitia de repaus’

a1 =21=y1=&,=01=0
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unde circuitul ar fi putut riméne oricat de mult timp, contactul a e operat: ag = 1.
Obtinem evolutia din urmétorul tabel.

timp a x y £ 7

-1 0 0 0 0 0 pozitie de repaus

0 1 0 0 1 0 operarea lui a provoacd operarea lui X
1 1 1 0 1 1 -contactul x e inchis i Y e operat

2 1 1 1 0 1 actiunea de feed-back asupra lui X

3 1 0 1 0 1 =z sedeschide siy rdméane inchis

4 1 0 1 0 1 npozitie stabila

([22], paginile 102, 103).

3. Despre carte

De la bun inceput mentiondm faptul c& unele concepte introduse de noi au ace-
lagi nume dar sunt diferite de concepte folosite in literaturd, in sensul ci termeni ca
asincron, inertie, intarziere au multe intelesuri. Mai mult, conceptele imprecise ne-
formalizate sunt asociate de noi unor definitii matematice precise. Acesta e motivul
pentru care ddm multe definitii.

Cartea doregte si contruiascd o teorie matematici a circuitelor asincrone.

Teoria circuitelor asincrone e o ramurd a teoriei sistemelor care are scopul de
a aduce sub un cadru comun modelele matematice ale circuitelor asincrone din
electronica digitald. Ea foloseste:

- conceptele generale de sistem si pseudo-sistem care modeleazi blocuri functio-
nale si unde modelarea e prezentd la un nivel sintetic la fel ca si

- conceptul particular de intarziere (sistem stabil cu intrare 1-dimensionald si
iegire 1-dimensionald) care modeleazi porti logice si fire, unde modelarea e prezenti
la un nivel analitic.

Inceputul intereselor noastre in teoria sistemelor asincrone dateazi din anul
1984.

In incercarea de a produce modele de timp continuu pentru circuitele de comu-
tatie (unele dintre aceste circuite au fost descrise prin modelele de timp discret ale
lui Moisil), am avut nevoie mai intai si construim elemente de calcul al functiilor
cu valori in {0, 1}, inspirdndu-ne din calculul functiilor cu valori in R .

Astfel, la inceputul anilor '90 am scris cateva lucrdri de analizd matematicd
cu functii R — {0,1} cu dorinta de a vedea cat de departe pot merge analogiile
cu functiile R — R. Putem defini pentru functiile R — {0,1} derivate, la fel ca
si mai multe tipuri de integrale, de asemenea produse de convolutie, distributii cu
astfel de functii test si, ca o concluzie, existd o analizd matematicd cu astfel de
functii pseudo Boolene, avand singurul dezavantaj al anumitor trivialitdti datorate
finitudinii lui {0,1} comparativ cu R. In aceastd carte ne limit&m si folosim doar
rezultatele acestei cercetdri care sunt strict necesare temei prezente.

In lucrarea noastr# [33] am scris ecuatiile diferentiale ale unui caz particular de
sistem asincron inertial determinist. Aceste ecuatii, reproduse pe scurt sub forma
(14.2) in Capitolul 13, au fost inspirate de principiul inertial: "o cauzd produce efecte
dacd si numai dacd e persistentd’, i.e. daca cauza actioneazd in mod continuu d > 0
unititi de timp, unde d e un parametru care caracterizeazi inertia. In rationamente
mai de detaliu am trecut de la un parametru la doi parametri, asa incit oricare
dintre ei putea si fie identificat cu parametrul d. In mod uzual, acesti parametri sunt
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considerati egali si se numesc intdrzierea de transmitere a tranzitiilor si respectiv
pragul de anulare.

In anul 2001 am comunicat organizatorilor titlul contributiei noastre la sim-
pozionul de matematici aplicate pe care Universitatea Politehnica din Timigoara il
avea. Lucrarea noastra se referea la ceea ce reflecta in acel moment dorinta de a
intelege principiile modeldrii circuitelor asincrone si care ne-a condus spre sesizarea
unor lipsuri teoretice majore, reprezentand un aparent paradox. Atunci titlul lu-
cririi a fost schimbat, cu speranta ca noul titlu si atragd atentia asupra aspectului
care se dovedea a fi fundamental in rezolvarea tuturor celorlalte probleme de mod-
elare (logicd, la nivel de detaliu): ’Asupra automatelor temporale: circuitul de
intarziere inertial’, i.e. circuitul care implementeaza in electronica digitald calculul
functiei identice 15,1 : {0,1} — {0,1}. Un comentariu care putea fi ficut tindnd
cont de literatura neformalizatd existentd (prezentatd la noi in Sectiunea 2 a Capi-
tolului 10) este: ’stim cateva posibilitdti de a modela circuitul de intarziere. Totusi,
dupi cum se aratd in [33], avem o dificultate majori, legarea in serie a modelelor a
doud circuite de intarziere nu reprezintd modelul unui circuit de intarziere’. Ceva
de genul: intdrzierea unei intdrzieri nu e o intdrziere, sau poate inertia inertiei nu
e inertie. Un ’paradox’ care nu putea fi ignorat.

Solutii au fost date in lucrdrile noastre [36] si mai ales in [40]. Am introdus
acolo conceptul de (conditie sau proprietate de) intarziere = modelul matematic
al circuitului de intarziere gi de asemenea conceptul de intarziere purd = ideald
= fix&, reprezentand o intarziere fird inertie. Toate intarzierile care nu sunt pure
sunt prin definitie inertiale. 'Paradoxul’ a fost solutionat sub forma: intdrzierile
inertiale legate in serie sunt o intdrziere inertiald, insd existd doud posibilitati:

- prin legare in serie, tipul de inertie se conservd. Acesta e exemplul in-
tarzierilor mérginite (dous intarzieri marginite legate in serie reprezintd o intarziere
mirginitd);

- prin legare in serie, tipul de inertie nu se conservi. Acesta e exemplul intarzier-
ilor relativ inertiale (doud intarzieri relativ inertiale legate in serie nu reprezintd o
intarziere relativ inertiald).

S-a intamplat ca in lucrarea de la Timigoara si ne aflim in cea de-a doua
situatie.

Modelarea matematicd a circuitelor asincrone ficutd in mod sistematizat (la
nivel logic de detaliu gi in timp real) era initiatd intr-o oarecare masurd in acel
moment. Alegem intre mai multe tipuri de intarzieri, apoi le inserdm dacs consid-
erdm c# e necesar, inainte/dup# portile logice si in fire, pe urma scriem gi rezolvim
ecuaftii si inecuatii in care apar de asemenea functii Boolene care se calculeazd in-
stantaneu (fiard intarzieri). Tehnica de analizi e destul de complicatd, dar utild
pentru circuite mici, iar pentru circuite mai mari, calculatorele devin necesare.

Conceptele de sistem asincron si pseudo-sistem asincron au fost introduse in
[37], [39]. Le-am definit in sensul care ar putea fi numit in literaturd ca fiind
‘comportarea intrare-iegire a unui sistem neinitializat, nedeterminist’, i.e. ca functii
multivoce.

In mare vorbind, semnalele n-dimensionale sunt functiile ’simpatice’ R —
{0,1}™ in timp ce un sistem (asincron) e o functie multivocd care asociazd unui
semnal m-dimensional, numit intrare (admisibild), o multime nevidd de semnale
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n-dimensionale, numite stéri (posibile). Intrarii si stdrilor li se cere s aibe o lim-
itd cand t — —oo (o valoare initiald). Mai general decat atat, un pseudo-sistem
(asincron) are gi:

- semnale fird limitd atunci cAnd ¢ — —oo (fird valori initiale);

- posibilitatea ca unei intrdri u : R — {0, 1} s&-i corespundd o multime vid&
de stari, i.e. existd intrari neadmisibile.

Naturaletea conceptului de pseudo-sistem const# in aceea cé:

- el pune in evidentd dualitatea dintre valorile initiale si cele finale ale starilor.
Proprietétile duale de initializare si stabilitate pot fi definite in acest context, care
include si o dualitate intre timpul initial si timpul final;

- trebuie s tinem cont de faptul c& circuite foarte simple precum bistabilul RS,
de exemplu, au intréri neadmisibile (R - S =1 e o astfel de intrare).

Un alt scop al cirtii e acela de a propune probleme deschise, cum ar fi car-
acterizarea sistemelor Huffman, care e rolul injectivititii si al surjectivititii, ce e
neanticipativitatea - lucruri care par si fie foarte familiare.

Faptele matematice pe care le prezentdm pot fi de asemenea utile in studiul
tematicii generale a teoriei sistemelor. Iata cateva teme de interes:

- sinteza, model checking (pentru detectarea erorilor ficute in proiectarea cir-
cuitelor);

- stabilitatea;

- feedback, control;

- optimizarea, controlul optimal (rezolvarea de exemplu a problemelor de timp
optimal);

- controlabilitatea, accesibilitatea;

- decompozabilitatea structurala.

E de asemenea interesant de stabilit care sunt legaturile dintre aceastd teorie
si alte teorii: retelele Petri, logica temporals, automatele temporale.

Cartea e organizatd in trei parti: prima e dedicatd teoriei generale a sistemelor,
a doua teoriei intarzierilor si a treia aplicatiilor. Fiecare parte contine mai multe
capitole si capitolele sunt structurate in sectiuni. Ecuatiile, inecuatiile gi pro-
prietitile logice importante sunt numerotate. Asadar (4.3) se referd la a treia
(in)ecuatie sau proprietate logicd scoasd in evidentd a celei de-a patra sectiuni a
capitolului curent; cand facem referire la ecuatia (4.3) a capitolului curent nu e
nevoie si indicdm capitolul, in timp ce atunci cand ne referim la aceeagi ecuatie
din alt capitol, e nevoie s indicdm capitolul deparece el nu apare in acest numadr.
Sfargitul cartii are patru anexe: una care aratd citeva intersectii cu logica tem-
porald, un index de notiuni, o listd a notatiilor folosite si un rezumat in limba
engleza.

Capitolul 2 contine cadrul matematic necesar modeldrii circuitelor de comu-
tatie: aici se definesc spatiile utile de functii binare. In Capitolul 3 introducem o
clasd cuprinzitoare de modele, anume pseudo-sistemele si cateva concepte legate
de ele (starea initiald si finald, timpul initial si final precum gi functiile stare in-
itiald gi stare finald). Cel mai important caz particular de pseudo-sistem e dat de
aga-numitele sisteme. Ele reprezintd acea situatie cAnd pseudo-sistemul e nevid si
e caraterizat de existenta valorilor initiale ale intrarilor si ale stirilor. Sistemele
sunt tratate in Capitolul 4 impreuni cu cateva noi notiuni de interes. In Capitolul
5 se introduc cazuri particulare de sisteme gi proprietatile lor sunt investigate si
comentate pe larg. Urmétorul capitol trateazi accesele si transferurile sistemelor.
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Surjectivitatea, controlabilitatea si accesibilitatea sunt problemele Capitolului 7,
unde se fac comparatii cu alte variante existente in literaturd. Trei tipuri de sta-
bilitate a sistemelor sunt subiectul Capitolului 8, care include si cateva exemple.
In Capitolul 9, dupi o scurtd prezentare a bine cunoscutelor definitii neformalizate
ale modului fundamental, se introduc si se analizeazd transferurile fundamentale.
Apoi se defineste modul fundamental cu ajutorul acestor transferuri si se analizeaza
proprietitile sale. Relatiile dintre modul fundamental si accesibilitate sunt puse in
evidentd prin cateva teoreme. Partea a doua e dedicatd teoriei intarzierilor. Ea
debuteazd cu definirea gi studierea intarzierilor, in Capitolul 10. Se includ mai
multe tipuri de intarzieri. Categoria speciald a intarzirilor marginite e investigata
in Capitolul 11, in timp ce in Capitolele 12 si 13 se trateazd intarzierile absolut
inertiale si cele relativ inertiale. Toate aceste trei capitole diferd de precedentele
prin aceea ca ele contin comparatii mai multe intre notiunile introduse de noi si
cele traditionale. Semnificatia si interesul pentru aplicatii ale prezentelor notiuni si
proprietdti sunt comentate atent. Partea a treia e dedicatd aplicatiilor.

Am incercat s structurdm cat mai sugestiv expunerea in definitii, teoreme,
leme, corolare, notatii, exemple si observatii deoarece acest lucru d& posibilitatea
unei bune intelegeri a textului si a unor trimiteri precise. Num#rul mare al para-
grafelor poate fi obositor pentru cititor, dar noi suntem convinsi ci doar in acest
mod a fost posibild o tratare riguroasa.

Multe rezultate duale au fost scrise cu toate detaliile. In general, demonstratiile
sunt elementare si unele dintre ele au fost omise, altele au fost incluse in dorinta
de a face lectura cat mai ugoard posibil. Demonstratiile duale au fost omise.

Cartea se adreseazi cercetétorilor din domeniul computer science-ului, matem-
aticienilor gi inginerilor electronisti interesati de modelarea circuitelor asincrone.
Aplicatiile sale sunt utile inginerilor electronisti.

Sunt recunoscitor doamnei profesoare Adelina Georgescu care a acceptat si
citeascd atent cartea noastrd. Publicarea ei este rezultatul recomandirilor i incu-
rajarilor domniei sale.
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CAPITOLUL 2
Calculul in B"

Se dau cateva concepte si notatii importante legate de functiile Boolene si
pseudo Boolene, care ne vor fi de mare folos in continuare. Apoi calculul din B se
extinde la B™, unde B e algebra Boole binard. Cu ajutorul functiilor introduse se
definesc conceptele de bazi din teoria sistemelor asincrone.

1. Algebra Boole binard B

DEFINITIE 1. Multimea B = {0,1} dotatd cu topologia discretd, cu ordinea

0 <1 gi cu legile — U, -, ® definite ca in Figura 1 se numegte algebra Boole (sau
Booleand) binard (sau cu doud elemente).

DEFINITIE 2. Fie J o multime arbitrard gi sd consideram sirul binar generalizat
a; € B,j € J. Definim intersectiile i reuniunile

m o 0,dacd 3j € J,a; =0

| 1% =\ 1,altfel ’
JjedJ

ﬂaj = 1,

jen

Ua' 1,dacd 35 € J,a; =1
N 0,altfel ’
jed

Uaj 0.

jeb

NOTATIE 1. Pentru orice A € B™, folosim urmdtoarea notatie pentru comple-
mentul X lui A

A= (A ).

NOTATIE 2. Fie A o multime arbitrard, nevidd. Atunci

P(A) = {A|A’ C A}

- U001 |01 @|0 1
" L 5fo 1 ofo o oo 1
POgltr1]or 1]10

FiGurA 1. Legile lui B

3
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e multimea submultimilor lui A i
P*(A) ={A|A Cc A A" £ 0}
e multimea submultimilor nevide ale lui A.
In cele ce urmeazd, A e oricare dintre R, B™ gi unele subspatii de functii
R - B".
DEFINITIE 3. Functiile F : B™ — B",
B™ > ()\17 7)‘m) — (Fl()\lv ) )\m)7 "'7Fn()\17 ) )‘m)) €B"

sunt numite functii Boolene.
DEFINITIE 4. Functia duald F* : B™ — B" a lut F e definita prin

YA e B™, F*(\) = F(V).

OBSERVATIE 1. Multimea B e o algebra Boole relativ la —,U, - gi un camp
relativ la @, -. Ea nu e insd un cdmp ordonat, deoarece 1 >0 dar 191 <140.

In acelagi fel in care complementul — lui B a indus o lege in B™, am fi putut
scrie notatii similare pentru U, -, ®. Aceasta nu ar fi fost insd util scopurilor noastre
ulterioare.

Duala lut — e — insdsi; duala lui U e - gi vice versa. Duala lui ® e coincidenta
(O

VA1 € B,V € B, A1 © Ao = A1 D Ao,

2. Functii R - B

NoTATIE 3. Fie A C R o multime. Notam prin x4 : R — B functia carac-
teristicd a multimii A, definitd in mod uzual

1,dacat e A
Yt ER, xa(t) = { 0,altfel

DEFINITIE 5. Sd consideram functia x : R — B. Multimea sa suport (sau
suportul siu) e
supp x = {t|t € R,z(t) = 1}.
OBSERVATIE 2. Situatiile extreme reprezentate prin xy(t) = 0, xg(t) = 1 sunt
functiile constante si supp 0 = 0, supp 1 = R. Pe de altd parte, orice functie
x : R — B poate fi scrisd sub forma

vt € R7 l'(t) - Xsupp z(t)

Legile lui B induc legi notate cu aceleagi simboluri in multimea functiilor R — B:
T(t) = x(t), (x Uy)(t) = z(t) Uy(t) ete. Existd o bijectie de la multimea functiilor
R — B la multimea submultimilor lui R, care asociazd lui x multimea supp x; prin
aceastd bijectie, T corespunde lui R\supp x, © Uy corespunde lui supp xU supp y,
x -y corespunde lui supp xN supp y §i x Dy corespunde lui supp rA supp y.
Folosim aceeasi notatie 0,1 pentru constantele binare 0,1 € B gi pentru functiile
constante 0,1 : R — B. Similar, — U, -, & sunt folosite pentru doud sau trei legi

diferite fiecare dintre ele. Aceste notalii abuzive nu vor crea confuzii.

NOTATIE 4. Fie d € R un numdr real. Prin 7¢: R — R se noteazd translatia
vt e R, 74t) =t —d.

DEFINITIE 6. Translatia lui z: R — B cu d € R e functia compusd x o1
R - BYteR,(zo7d)(t) = 2(t — d).

d .
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3. Functii monotone

DEFINITIE 7. Functia x : R — B se numegte (monoton) crescdtoare dacd
vt e R,V € Ryt <t/ = a(t) < z(t')
§t (monoton) descrescdtoare dacd
vVt e R,V € Rt <t = x(t) > z(t').
Proprietatea lui © de a fi monoton crescdtoare, sau monoton descrescdtoare e ex-
primatd pe scurt spundnd cd x e monotond.
EXEMPLU 1. Functiile constante sunt monoton crescdtoare si descrescdtoare in
acelagi timp. Ele sunt singurele functiit R — B cu aceastd proprietate.
EXEMPLU 2. Functiile crescatoare neconstante sunt de forma X{d,00)> X(d,o0) $t
functiile descrescatoare neconstante sunt de forma X(_so.4), X(—oc,q» Unde d € R.
OBSERVATIE 3. Legile U, - pdstreazd tipul de monotonie. De exemplu, dacd x,y
sunt monoton crescdtoare, atunci x Uy gt x -y sunt monoton crescdtoare. Functia
— schimbd tipul de monotonie al functiilor neconstante (de exemplu X4 ooy =
X(—oo,d))'
Dacd x e monotond si d € R e un numdr arbitrar, atunci x oT
si de acelasi tip ca si x (exemplu: X(g o0) © ¢ = X[d+d’ 00))-

/
@ e monotond

4. Siruri compatibile de numere reale. Diferentiabilitate
DEFINITIE 8. Folosim notatia
Seq = {{t.|t. € R,z € Z}]
v <ty <tg <ty <. einferior si superior nemdrginit}.
Elementele lui gé?] sunt notate prin t,,z € Z, (t,).cz sau simplu prin (t,) si in
ultimul caz faptul cd z parcurge Z e subinteles.

TEOREMA 1. Pentru orice numere t' < t” i orice gir (t,) € :STc;], multimea
{2z € Z,t, € [t',1"]} e finita.

DEMONSTRATIE. Multimea poate avea 0 elemente, 1 element sau mai mult de
1 element. In ultimul caz, existd indicii 2’ < 2’ agsa incat t, 1 <t <ty <tpi1 <
e < tprog < tpr < < tyigq, deci {z]z € Z,t, € [t',t"]} e o multime finitd cu

2" — 2 + 1 elemente. O

DEFINITIE 9. Sirul (t,) € :5767] e numit compatibil cu functia v : R — B

dacd 2
Vz € Z,V€ € (t.,t.41),2(8) = x(ZTZH)'

DEFINITIE 10. Functia x : R — B se numeste diferentiabild dacd exista un
gir compatibil cu ea, i.e. existd girul (t,) € Seq asa incat

() ) = Ol X () O AT X (B @

to+1
®(to) - Xry (1) ® (= 5 L) Xtgn) (1) B

NOTATIE 5. Multimea functiilor diferentiabile se noteazda cu Dif f.

EXEMPLU 3. Functiile constante sunt diferentiabile i orice (t,) € gé?] e com-
patibil cu ele.
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EXEMPLU 4. Functia monotond X ) € diferentiabild si sirurile (t,) € Seq
compatibile cu ea sunt acelea pentru care existd z asa ca t, = 0.

EXEMPLU 5. X(o,1)up2,3)u... € 0 functie diferentiabild si sirurile (t.) € Seq com-
patibile cu ea sunt acelea care il includ pe N ca subgir.

EXEMPLU 6. Functia X{—Lk>1) N e diferentiabild deoarece pentru orice € > 0
afirmatia

€
V¢ € (_570)7X{—%\k21}(€) = X{—%|k21}(_§)

e falsd.

TEOREMA 2. Dacd x € Diff i (t.) e compatibil cu x, atunci orice (t,) € Seq
care il contine pe (t,) ca subsir e compatibil cu x.

DEMONSTRATIE. Fie z € Diff, (t.) € 3;?_[ compatibil cu z si (t)) € :STc;] cu
(t,) C (t,) ales in mod arbitrar. Fie z € Z arbitrar de asemenea. Atunci existi
z1€Zsik>1asaincat t, =t ,t,.1 =t, . Inplus, putem folosi faptul cd

v+t t, +t,
Vi € {0,k — 1} VE € (t, 40 thy i), 2(6) = o (FE— 2 = x(%)

deoarece intervalul (t,.1) contine atét intervalele (¢} ;. 1), ..., (t,, 4 p_15t0, 41)s

cat si punctele tz1+;z1“ s t“*k’l;tz”k. O

TEOREMA 3. Fie xz,y € Diff gi sirurile (t,).cz compatibil cu x, respectiv
(t.).ez compatibil cu y. Atunci girul (t;)zez obtinut ca reuniune a multimilor
(t2)zez, (t.).cz wrmatd eventual de o reindexare, e compatibil atdt cu = cdt §i cu

DEMONSTRATIE. Aceasta e o consecintd a Teoremei 2. O

TEOREMA 4. Dacd x,y sunt diferentiabile, atunci T,x Uy, x-y,x ®y sunt de
asemenea diferentiabile.

DEMONSTRATIE. Demonstram afirmatia relativa la intersectie. Fie x,y € Dif f
si (t,) un sir compatibil cu z si y (obtinut de exemplu prin reuniunea a doud siruri,
primul compatibil cu x si al doilea compatibil cu y, urmatd de o eventuald rein-
dexare). Avem

(@-y)(t) = (1) - y(t) =

t_1+to t_1+to

= L @a(t1) y(t-1) Xq_ 3 () ©a( 5 ) - y( 5 ) Xty ,t0) (D) @
to +11 to +11
®z(to) - y(to) - X10y () ® (=) - ¥(—5 ) X(to.tn) (&) © -
ceea ce inseamnd ci (t) e compatibil cu x - y; « - y e diferentiabili. O

TEOREMA 5. Dacd x e diferentiabild si d € R, atunci x o 7 e de asemenea
diferentiabild.

DEMONSTRATIE. Fie x € Diff, d€ Rsi (¢,) € 3;?_[ compatibil cu z. Avem
(xor)(t) =a(t—d) =
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to+t
= L@a(ta) xg_,t-de x(%) Xyt (E— ) B

to+ 1
@ (to) - X1y (t — d) @ x(%) Kttt —d) & ... =
=..@r{ta+d—d) xgu_,4+ay(t)D

t1+d+to+d
@x(% —d)- X(t_q1+d,to+d) (t)o

to+d+t1+d
Ealtn +d—d) Xpeprap() @ oI ) (D =

th 4+t
= =@ @o () Xp () @ (o T (F50) X,y (1) @
dy (4 ay to
®(zo1)(t) - Xy (1) ® (woT )(T)'X(t’ ) (6) @ ...

0°"1
unde girul cu termenul general t/, = t, + d,z € Z e strict crescitor, nemérginit

inferior si superior deci el apartine lui 5/767]. Am demonstrat ci este compatibil de
asemenea cu z o 7%, agadar x o 7¢ e diferentiabili. O

5. Limita la stanga si limita la dreapta
DEFINITIE 11. Fie functia x € Diff si sirul (t,) compatibil cu ea, deci are loc
ecuatia (4.1). Functiile

t_1+1o to +t1
(5.1) 2(t—0)=..0x( 5 )'X(t,l,to](t)@x( 5 )'X(to,tl](t)@'“

t_1+to to +t1
(5.2) 2(t+0)=..®x( 5 )'X[t,l,to)(t)@x( 5 )'X[to,tl)(t)@'“

sunt numite limita la stdnga si limita la dreapta a lui x.

TEOREMA 6. Dacd x e diferentiabild, atunci functiile sale limitd la stdnga i
limitd la dreapta sunt diferentiabile. Mai mult, orice gir (t,) compatibil cu x e
compatibil cu limitele sale de asemenea.

DEMONSTRATIE. Aceste afirmatii decurg prin compararea lui (4.1) cu (5.1) si
(5.2). O

OBSERVATIE 4. Din definitia lui z(t — 0) gi x(t + 0) obtinem:

z((t=0) = 0) = z(t - 0),
z((t—0)+0) = z(t +0),
z((t+0)—0)==z(t—0),

z((t+0)+0) = z(t+0).
Consecinta acestui lucru e urmdtoarea. Deoarece cu x(t — 0) gi 2(t +0) vom defini
semi-derivatele si derivatele lui x, semi-derivatele de ordin superior sunt egale cu
semi-derivatele de ordin unu gt derivatele de ordin superior sunt egale cu derivatele
de ordin unu.

TEOREMA 7. Dacd x € Dif f, atunci z(t — 0),z(t + 0) satisfac
(5.3) VteR,3e >0,V € (t —e,t),x(€) = x(t — 0),

(5.4) Vt € R, 3 > 0,V € (t,t +¢),2(&) = 2(t + 0).
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DEMONSTRATIE. Fie (t,) un sir compatibil cu x si si considerm un ¢ € R
arbitrar. Atunci existd un rang 2z’ € Z a lui (¢,) asa incat ¢ € (¢.,t.41]. Orice
e € (0,t — t,/) satisface (5.3), unde z(t — 0) = x(%) Dac8 ¢ < t,/41, atunci
orice ¢ € (0,t,/41 — t) satisface (5.4), unde z(t + 0) = x(L;z""—l) in timp ce
dacd t = t,41, atunci orice € € (0,t, 40 — t,41) satisface (5.4), cu z(t +0) =
x(tz’+1;tz’+2)' n

TEOREMA 8. Fie z : R — B. Dacd existd doud functii R — B notate prin
y(t),y' (t) asa incdt

(5.5) Vi€ R, 3 > 0,Y€ € (t — &, 1), 2(€) = y(t),

(5.6) Vt e R,3e >0,V € (t,t+¢),z(E) =/ (1)

sunt adevdrate, atunci x € Diff. Mai mult, y(t),y'(t) ca mai inainte sunt unice §i
concid cu x(t — 0),z(t + 0).

DEMONSTRATIE. Alegem un tg € R arbitrar.

Cazul 1. Dacd V¢ < tg,z(£) = y(tg), atunci putem alege un sir ... < t_5 <
t_1 < tp nermdrginit inferior, altfel arbitrar.

Cazul 2. Ft_1 < to,Vé S (t_l,to),l'(g) = y(t()) si

w(t-1) # y(to) sau 3" <t_1, V€ € (¢, t-1),2(§) = y(t-1) # y(to)

cu urmitoarele subcazuri.

Cazul 2.1. Daci V€ < t_1,x(§) = y(t_1), atunci putem alege in mod arbitrar
girul ... <t_3 <t_9 < t_1 nemdarginit inferior.

Cazul 2.2. Ft_o <t_1,VE € (t_a,t_1),2(§) = y(t-1) si

a(t2) # y(t-1) sau 3" <t_9,Y€ € (t',t_2),2(§) = y(t—2) # y(t-1)

In toti acesti pasi, existenta sirului descrescitor ... < t_o < t_1 < to ca mai
inainte e asiguratd prin proprietatea (5.5) gi intrebarea pe care ne-o punem e daci
acest gir ar putea fi marginit inferior gi atunci in mod necesar convergent spre un
t'

W eR,Ve>0,F2eN,0<t_, —t <e.

Aceasta ar contrazice insd proprietatea (5.6) afirmats in punctul ¢’
I >0,VE € (Ut + &), 2(6) =y ()

deoarece in intervalul (¢, + ¢’) am avea un numdr infinit de termeni ai girului
(t_.).en precum si ambele valori 0,1 luate de z. Sirul ... < t_5 < t_; < tg e
nemdrginit inferior gi
b+t
Vz e N,VE € (t,Z,17t,Z),J}(§) = y(tfz) = J}(%)
Intr-un mod dual se arat# faptul ci existd un sir nemarginit superior to < t; <
to < ... cu
t, +1.41
Ve € NLVE € (1 o). 2(6) = o/ (1) = o(Z T2
Sirul (¢,),ecz e compatibil cu z, aga incat x e diferentiabili.
Ultimele afirmatii ale teoremei sunt evidente. O
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6. Impulsuri

DEFINITIE 12. Spunem cd x € Diff are un 0-impuls de lungime 6 > 0 in
punctul t' dacd

VE e (t' 1 +6),2(6) =0,
z(t'=0) =zt +640) =1.
Spunem cd x € Dif f are un I-impuls de lungime 6§ > 0 in punctul t' dacd
VE e (', +6),2(8) =1,
(' —0)=z({t' +6+0)=0.

OBSERVATIE 5. Valorile x(t'), z(t' + ) nu apar in Definitia 12 gi ele vor fi
specificate ulterior prin conditii de continuitate.

7. Continuitate

TEOREMA 9. Fie functia diferentiabild x : R — B. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) x(t) = z(t — 0);
b) daca sirul (t,) € Seq e compatibil cu x, atunci avem
(7.1) z(t) = ... ® x(to) - X(t -1 to0] (t) B a(ty) - X(to,tl](t) D ...

Urmdatoarele afirmatii sunt de asemenea echivalente:
a’) x(t) = x(t + 0);
b’) pentru orice gir (t,) € Seq compatibil cu x, e satisfdcutd ecuatia

(7.2) z(t) = ... ®x(to) - X[to,tl)(t) ®x(t) - X[tl,tQ)(t) D ...
DEMONSTRATIE. a) => b) Comparand (4.1) cu (5.1) obtinem
t_1+1 to+1
(7.3) e (t) = a(—5 ) a(t) = 2(F),

si dupd introducerea acestor egalitdti in (4.1) rezultd (7.1).

b) = a) Dacil z e diferentiabild si (7.1) e adeviratd pentru un sir (¢,) com-
patibil cu z, atunci (7.3) e adeviratd deoarece punctele ...,%, Q#L, sunt
continute in intervalele ..., (t_1,tg), (to,t1), ... Avem

(7.1)
xz(t) =" ... Dx(ty) - X(t,l,to](t) @ x(ty) - X(to,tl](t) D ...

(7.3) t_1+to to +t1 (5.1)
= - @x(T) 'X(t,l,to](t) b x( 5 ) 'X(to,tl](t) O.. ="xz(t-0)

Cea de-a doua afirmatie se demonstreaza similar. O

DEFINITIE 13. Dacd x € Diff satisface una dintre conditiile a), b) din Teo-
rema 9, atunci ea se numeste diferentiabild continud la stdnga. Dacd © satis-
face una dintre conditiile a’), b’) din Teorema 9, atunci ea se numeste diferenti-
abild continud la dreapta.

_ NOTATIE 6. Multimea functiilor diferentiabile continue la stdnga e notatd prin
S* gt multimea functiilor diferentiabile continue la dreapta e notatd prin S.

TEOREMA 10. Dacd x,y € g*, atuncit T, zUy,x -y, x By € S st dacd x,y € g,

atunci T,z Uy, x-y,x Dy € S.
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DEMONSTRATIE. S& presupunem, de exemplu, ci z,y € S sicd (t,) € gé?] e
un gir compatibil cu x gi y. Aplicdm (7.2) si avem

(zUy)t) = z(t)Vy)
= (..®a(to) - X[to,tl)(t) ®© x(t) - X[tl,tz)(t) @...)U
U(e @ Y(t0) * Xito,e0) (1) D Y(t1) - X[ty 10y (D) © --2)
= . ®(@(to) Uy(to)) - Xite,,) (1) ® (2(t1) Uy(t1)) - Xie, 1) (8) D -
= (zUy)(t+0).
Aceasta aratd cd z Uy € S. O

TEOREMA 11. Fie d € R. Dacd x € §*, atunci x o 74 € §* st pentru orice
zeS avemzxor?e§.

DEMONSTRATIE. Tinand cont de (7.1), relatia a € S* implicd pentru un sir
(t.) compatibil cu x ci

(zor®)(t) = ---@(xon)(tf))'X(tgl,tg](t)@(xOTd)(tll)'X(t;),tfl](t)@--- = (zor?)(t-0)

are loc, unde sirul (t},) definit prin t/, = ¢, + d,z € Z apartine lui gé?]. Asadar

z o714 e §* Similar pentru cel de-al doilea caz. O
8. Valoare initiala si valoare finala. Semnale si co-semnale

DEFINITIE 14. Fie functia x : R — B. Valoarea initiald . lim z(t) € B i

valoarea finald tlim z(t) € B a lui x sunt definite de
—00

(8.1) Jto € R,V < to,z(§) = tlir_noox(t),
(8.2) Jdtr e R,VE> tr,x(€) = tlggox(t)

sau echivalent de
Jto € R, |(—oo,ty) = . lim z(t),

dy e R,x‘[tfyoo) = tli)I(r)lol’(t)

Am notat prin T|(—oe,te), T|jt;,00) TeStrictitle lui x la intervalele (—oo,to), [ty,00).
Ultimele doua ecualii aratd cd valoarea functiei e constantd. Alte notatii pentru
lim x(t), lim z(t) sunt x(—oo 4+ 0) gi z(co — 0).
t——o0 t—o0
Daca pentru x are loc relatia (8.1) (are loc relatia (8.2)), atunci spunem cd
. lim z(t) existd, sau cd valoarea initiald a lui v exristd, sau cd x are valoare
——00
initiald (tlim x(t) existd, sau cd valoarea finald a lui x existd, sau cd x are
— 00
valoare finald).
OBSERVATIE 6. Dacd oricare dintre tlim ac(t),tlim x(t) existd, atunci ea e
——00 — 00
unicd ceea ce rezultd din faptul cd x e functie.
TEOREMA 12. Sd presupunem cd functiile x,y : R — B au wvalori initiale.
Atunci T, Uy, -y, t®y au valori initiale egale cu . lim z(t), . lim x(t)Ut lim y(¢),
——00 ——00 ——00
lim z(¢) - lim y(¢), lim x(¢t) ® lim y(t). Afirmatii similare au loc i pentru
t——o0 t——o0 t——o0 t——o0

valorile finale ale lui x, y.
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DEMONSTRATIE. Evidenta. O

TEOREMA 13. Sd presupunem cd functia x are valoare initiald (valoare finald)
si fie d € R arbitrar. Atunci x o 7@ are aceeasi valoare initiald (aceeasi valoare
finald) ca si x.

DEMONSTRATIE. Relatia (8.1) implic&
VE < tg+d, (z o7 (€) = 2(—00 4 0).
Asadar valoarea initiald (z o 7¢)(—o0o + 0) existd si e egald cu x(—oo + 0). O
TEOREMA 14. Fie functia diferentiabild x € Dif f. Urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) existd valoarea initiald a lui x;
b) exista un gir (t,) compatibil cu x astfel incat

to + 1t
9 ) 'X(to,tl)(t)EB

(8:3)  z(t) = x(to — 0) * X(—o0,t0)(t) D x(t0) - X103 (t)  (

t1 4 t2
) N ® 6

D (t1) - Xy, (1) & 2(

Urmatoarele afirmatii:
a’) x are valoare finald;
b’) existd un gir (t,) care e compatibil cu x gt
t_o+1_1
(8.4) z(t)=...& x(T) N(tat_)B) B a(t-1) - X3 ()

t_1+to
&z 5 ) X(t_1,t0) () B 2(t0) - Xq101 (1) & 2(to +0) - X(29,00) (1)

sunt de asemenea echivalente.

DEMONSTRATIE. a) = b) Fie (t,) un sir compatibil cu z. Existenta valorii
initiale a lui x e legatd de existenta unui z € Z cu V¢ < t,, z(§) = x(¢, —0). Printr-o
posibild reindexare a termenilor girului (¢,) obtinem formula (8.3).

b) = a) Avem tiimooac(t) = xz(to — 0). O

EXEMPLU 7. Functiile monotone au valori initiale si finale.
NOTATIE 7. Sd notam prin
§* = {z|z € §*,3x(—o00 +0)},
S = {z|z € §*,3x(c0 — 0)},
S ={z|lz € §,3x(—0c0 4 0)},
Se = {z|z € §,3x(c0 — 0)}
spatiile functiilor reprezentdnd multimea functiilor diferentiabile continue la stanga
cu valori initiale; a functiilor diferentiabile continue la stdnga cu wvalori finale; a
functiilor diferentiabile continue la dreapta cu valori initiale; si a functiilor difer-
entiabile continue la dreapta cu valort finale.
NOTATIE 8. Folosim notatiile

Seq = {{tk|tx € R,k € N}ty < t1 < ... e nemdrginit},
Seq” = {{t—rlt—r € R,k € N}|... <t_1 < tg e nemdrginit}.
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OBSERVATIE 7. In ceea ce priveste functiile x € Dif f, sirurile (t,),cz compat-
ibile cu x sunt acelea din Seq care fac ca (4.1) sd fie adevdratd. In ceea ce priveste
functiile x € Diff cu valoare inifiald, girurile compatibile cu x sunt acelea din
Seq (cu posibilitatea de a fi extinse in mod arbitrar la siruri din Seq), care fac ca
ecuatia (8.3) sd fie adevdratd. Relativ la functiile x € S, putem afirma cd sirurile
compatibile cu x sunt cele din Seq din nou (cu posibilitatea de a fi extinse in mod

arbitrar la siruri din :S?e;] ) care fac ca ecuatia

z(t) = 2(to — 0) * X(—oo,t0) () © T(t0) * Xto,t1) () B T(t1) * Xty,0) () D -
sd fie adevdratd, dupd cum urmeazd prin compararea lui (7.2) cu (8.8). Similar
pentru celdlalt caz, de continuitate la stdnga i existentd a valorii finale.

DEFINITIE 15. Functiile x care apartin oricareia dintre S , S, S, se numesc sem-
nale gi functiile x care apartin oricareia dintre S*, S*,S* se numesc semnale* sau
co-semnale.

Pentru a evita orice confuzie, vom mentiona de fiecare datd cdrui spatiuv de
functii % apartin semnalele (sau co-semnalele).

TEOREMA 15. Fie X € {5*,5%,5,5.} sixz,y € X. AvemT,xUy, z-y, zdy € X.

DEMONSTRATIE. Acest lucru decurge din Teorema 10 gi Teorema 12. O

TEOREMA 16. Fied € R 5i X € {5*,87,5,S.}. Dacix € X, atunci xot? € X.

DEMONSTRATIE. Rezultatul e o consecinta a Teoremei 11 gi a Teoremei 13. [
9. Semi-derivate si derivate

DEFINITIE 16. Se dd functia diferentiabild x € Diff. Urmdtoarele functii se
numesc semi-derivatele la stdnga

Dorx(t) = w(t—0)-z(t),

Dipx(t) = x(t—0)-z(t)
si semi-derivatele la dreapta

Dya(t) = a(t)-z(t+0),

Digz(t) = () -zt +0)

ale lui z, iar urmdatoarele functii se numesc derivata la stdnga
Dz(t) = z(t — 0) & z(¢)

st derivata la dreapta
D*x(t) = z(t +0) @ x(t)

a lui x.

OBSERVATIE 8. Semi-derivata Doz pune in evidentd (i.e. e nenuld la) mo-
mentele de timp cind x comutd la stinga de la 0 la 1, in timp ce semi-derivata Dyox
pune in evidentd (i.e. e nenuld la) momentele de timp cind x© comutd la stinga de
la 1 la 0. Derivata Dx satisface relatiile

Dzx(t) = Dorx(t) U Dygz(t) = x(t — 0) - x(t) Uz(t — 0) - z(t),
supp Dx = supp Dorx U supp Digx
i.e. pune in evidentd momentele de timp cdnd x are o discontinuitate la stdnga

(x(t = 0) # =(t)).
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Functia x € Dif f e continud la stdnga dacd $i numai dacd Dx = 0.

Remarcam si existenta unor aftrmatii duale referitoare la semi-derivatele la
dreapta Dy x, Diyx, la derivata la dreapta D*x §i la muliimile supp D§,x, supp
Dioz, supp D*x.

TEOREMA 17. Pentru orice x € Dif f avem Doz, Diox, D§;x, Digz, Dz, D*x €

Diff.

DEMONSTRATIE. Functiile (t), z(t — 0), x(t — 0), z(¢t + 0), (¢t + 0) sunt difer-
entiabile si reuniunile U, produsele - si sumele modulo 2 & de functii diferentiabile
sunt functii diferentiabile. O

TEOREMA 18. Fie d € R gi € Diff. Avem Dpi(x o 7¢) = (Dgi) o 7%
Proprietati similare au loc de asemenea pentru celelalte semi-derivate gi derivate.

DEMONSTRATIE. Evident&. O

TEOREMA 19. Fie x € Diff.
a) Dacd (t,) € Seq e un gir compatibil cu x, atunci uwrmdtoarele relatii sunt
adevdrate
a.i) suppDo1, ..., suppD*x C (t,)
a.it) suppDx U suppD*x C (t,)
b) Dacd sirul (t,) € Seq satisface oricare dintre a.i), a.ii) atunci e compatibil
cu .

DEMONSTRATIE. a) Fie (t,) consistent cu x gi presupunem ci x e exprimat sub
forma (4.1), de unde deducem

Dp1z(t) =x(t — 0) - z(t) =

_1+¢ to+1
— (...@x(%).X(tihto](t)@x( 0 : Ly Ko () B -..):

t_1+1o
(. ® x(T) : X(t,l,to)(t) ® x(to) - X{to}(t)EB

to+t
o (= ! 5)  Xitgn) (8) B 2(t1) - Xpiy (1) B ) =
(2 o) TR
= . @x(%) < (to) - X0y (1) & (= ! LY a(t) Xy () @

Am obtinut ¢& suppDorx C ().
Modul de a demonstra celelalte afirmatii de la a.i) e evident in acest moment.
Mai mult:

suppDx U suppD*x =

wati a.i)
OVse1LAeS (qupp Doy U suppDiox) U (suppDiyx U suppDigx) C (t)

de unde rezulti a.ii).

b) S& presupunem cd (t,) nu e compatibil cu . Aceasta inseamni c# existd un
z€Zsiunt € (t,,t,41) asa incat z(t) # z(t — 0) sau z(t) # x(t +0). In ambele
cazuri se contrazice una dintre incluziunile de la a.i) gi a.ii). O

TEOREMA 20. Functia x € Dif f are valoare initiald dacd si numai dacd supp
Dx i supp D*x sunt ambele mdrginite inferior; x are o valoare finald dacd i numai
daca supp Dz si supp D*x sunt ambele mdrginite superior.
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DEMONSTRATIE. Dacd Fie (t,) € % un sir compatibil cu x care satisface
ecuatia (4.1). Din méirginirea inferioard a lui suppDz, suppD*z deducem existenta
rangului zg € Z cu proprietatea ¢ suppDzx, suppD*x C [t,,,00), ceea ce Inseamni

ca
tZo -3 + tZo -2

ey 5
e T(tsg—2) = x(

tz —2 +tz —1
) = (tzg—2), 2(=—7——) = 2(tz—1),

oo+t t, 1+t
%),x(%_l) _ x(%*%)

adicd

too—3 + 12— trg—2 +Trp— trog—1+1
oy (TR = (g 2) = a(FEE ) =ty ) = a( ).

Cu alte cuvinte V€ < t,,,2(&) = z(t,, — 0).

Doar dacd Presupunerea ca oricare dintre suppDx, suppD*x e nemdarginita
inferior reprezintd negarea afirmatiei din Teorema 14 b). Deci afirmatia echivalenti
a) a acestei teoreme e falsi. O

10. Leme cu functii diferentiabile

TEOREMA 21. Fiex € Diff gi numerele 0 < m < d. Functiile

y(t) = N =,

E€[t—d,t—d+m)]
2(t) = U =©
fet—d,t—d+m)]
sunt diferentiabile si satisfac ecuatiile
(10.1) yt=0)=zx(t-d=0)- (]  =2().
Eeft—d,t—d+m)

(10.2) y(t +0) = N (&) - x(t —d+m+0),
¢e(t—d,t—d+m]

(10.3) 2(t—0)=a(t—d—0)U U =,

c€[t—d,t—d+m)

(10.4) 2(t+0) = U x©uat—d+m+0).
¢e(t—d,t—d+m)
DEMONSTRATIE. Dacd m = 0, atunci y(t) = 2(t) = z(t — d) e diferentiabild gi
folosim Definitia 2 ((z(¢) =1, |Jz(&) =0).
e ced
Presupunem acum c& m > 0. Fie ¢ arbitrar gi fixat. Limita la stanga a lui  in

t — d aratd existenta lui e; > 0 cu
Vee(t—d—er,t—d),z(§) =zt —d—0)
si limita la stdnga a lui « in ¢t — d + m aratd existenta lui e > 0 asa incat
VEe(t—d+m—eo,t—d+m),z(l) =zt —d+m—0).
Pentru orice 0 < € < min{ey, g2, m} deducem

y(t—e) = N 2= (] =©)- N =©=

felt—d—e,t—d+m—e] (e[t—d—e,t—d) feft—d,t—d+m—e]
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= z(t—d—0)- N z(€) = x(t—d—0)- N z(€)-x(t—d+m—0) =

Eelt—d,t—d+m—e] E€ft—d,t—d+m—e]
=a(t-d=0)- (] w2(®): N 2(6) =
Eeft—d,t—d+m—e] E€(t—d+m—e,t—d+m)

=z(t—d-0)- m z(&).

ect—d,t—d+m)

Deoarece valoarea lui y(t — ) nu depinde de e, obtinem y(t — ¢) = y(t — 0) si
deoarece t e arbitrar, (10.1) e demonstrati.
Limita la dreapta a lui x in ¢t — d arat& existenta lui €3 > 0 aga incat

VE € (t—d,t —d+es),x(6) = a(t — d+0)

si, pe de altd parte, limita la dreapta a lui  in t — d + m aratd existenta lui ¢4 > 0
cu

Véee(t—d+m,t—d+m+eq),2(§) =2t —d+m+0).
Ludm un 0 < & < min{es, 4, m}, pentru care avem

y(t+e') = N (= N = N 2(€) =

E€[t—d+e’ t—d+mte’] f€[t—d+e’ t—d+m] ce(t—d+m,t—d+mte’]

= N (&) -zt —d+m+0) =

f€[t—dHe’ t—d+m]

=z(t—d+0)- m (&) z(t—d+m+0)=
f€[t—d+e’ t—d+m]

- ﬂ z() - ﬂ z(&) - z(t—d+m+0) =

Ee(t—d,t—d+e’) EE[t—dHe’ t—d+m]
= (N =©-x(t—d+m+0).
E€(t—d,t—d+m)]

Faptul c& y(t + ¢’) nu depinde de &’ aratd cd y(t + ¢’) = y(t + 0) si deoarece t e
arbitrar, (10.2) e demonstratd. Asadar, datoritd Teoremei 8, y e diferentiabili.
Demonstratia pentru z e similara. O

TEOREMA 22. In conditiile Teoremei 21 si folosind notatiile precedente, avem:

(10.5) y(t = 0)-y(t) = x(t —d—-0)- N «(©,

g€ft—d,t—d+m)

(10.6) y(t—0)-y(t) =zt —d—0)- N x©)-x(t—d+m),
¢€ft—d,t—d+m)

(10.7) 2(t—0)-2(t) =zt —d—0)- U z(§) -zt —d+m),
geft—d,t—d+m)

(10.8) 2(t—0)-2(t) =2(t —d—0) - U =

E€t—d,t—d+m)]
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DEMONSTRATIE. Relatiile (10.5) si (10.7) se demonstreazd dupd cum urmeazi:

y(t=0)-y(t) = z(t-d-0): N 2©- AEEGE

¢€[t—d,t—d+m) ¢€[t—d,t—d+m)]
= (z(t—d-0)U N =©)- AEEGE
Eeft—d,t—d+m) E€[t—d,t—d+m)]

= 2(t-d=0)- N =©;

c€[t—d,t—d+m)

=020 =at—d-0)u  |J w«© | (=

Ee[t—d,t—d+m) E€[t—d,t—d+m)]
=z(t—d—-0)- U (&) - ( U () Ua(t—d+m)) =
Eelt—d,t—d+m) E€ft—d,t—d+m)

=z(t—d-0)- U (&) - z(t —d+m).
ceft—d,t—d+m)
O
TEOREMA 23. Fie X € {g*,g, S*,8%,5,S.}. Dacd z € X, atunci y,z € X.

DEMONSTRATIE. Alegem X = S. Dacd m = 0 si y(t) = 2(¢t) = z(t — d), atunci
datorits Teoremei 16, x o 7% € S. Din acest moment considersm c& m > 0.

Din Teorema 21 sgtim cd y e diferentiabild, agadar trebuie si aritdm ci ea
satisface egalitatea y(t) = y(t +0) si c& tlir_nooy(t) existd. Fie t arbitrar gi fixat.

Continuitatea la dreapta a lui x in t — d aratd cd existd ¢ > 0 cu
VEet—d,t—d+er),z(€) =z(t—d)
si continuitatea la dreapta a lui x in t — d + m aratd existenta lui 5 > 0 aga incat
VEe(t—d+m,t—d+m+er),z(€) =zt —d+m).

Fie 0 < ¢ < min{eq, g2, m}. Concluziondm ci

y(t+e) = N z(€) = N =9 N w(€) =
€t—d+e,t—d+me] fe[t—d+e,t—d+m)] fe(t—d+m,t—d+m-e]
= ] w®-at-dtm= (] x(®=
EE€[t—d+e,t—d+m)] E€[t—d+e,t—d+m)]

=zxz(t—d)- N x(§) =
(€[t—d+e,t—d+m)]
= N =20 [ =©= [ 2=y

feft—d,t—d+e) E€[t—d+e,t—d+m] ¢eft—d,t—d+m)]

Deci y(t +¢) = y(t + 0) = y(¢). Cum ¢ e arbitrar, functia y e continud la dreapta .
Mai departe, proprietatea de existentd a valorii initiale e indeplinitd deoarece
din aceea ci
V¢ < to, z(§) = x(—00 4 0),

de deduce

VE<tg+d—m, m z(w) = x(—00 4+ 0) = y(—o0 + 0).

welé—d,E—d+m]
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Am demonstrat ci y € S.
Demonstratia pentru z e duald. O

TEOREMA 24. Dacd x € Diff si d > 0, functiile
yi = ) =),
EE(t—d,t)

20 = U «©

EE(t—d,t)

sunt diferentiabile gi satisfac relatiile

Y(t-0)=at-d-0)- () =),

eft—d,t)
yt+0) = () (¢ x(t+0),
EE(t—d,t]
Zt—-0)=z(t—-d-0)U U x(£),
EEt—d,t)
Jt+0)= |J @(&uz(t+0).
Ee(t—d,t]
DEMONSTRATIE. E similard demonstratiei Teoremei 21. O

OBSERVATIE 9. Spre deosebire de Teorema 23, unde s-a demonstrat cd conti-
nuitatea la dreapta a lui x implicd continuitatea la dreapta a lui y, in Teorema 24
continuitatea la dreapta a lui x nu implicd continuitatea la dreapta a luiy’ deoarece
avem

Y(t+0)= () z@)-2t+0)= () x(&)#y ()

Ee(t—d,t] Ee(t—d,t]

st similar pentru celelalte trei situatii. Concluziondm cd functiile y'(t), 2’ (t) trebui-
esc folosite cu atentie.

11. Conventii despre graficele functiilor R — B

OBSERVATIE 10. Pentru a usura intelegerea functiilor R — B (care sunt difer-
entiabile, de obicei) facem urmdtoarele conventii referitoare la desenarea graficelor
lor:

a) cele doud valori 0,1 nu se scriu pe azxa verticald. Se presupune ca ele sunt
subintelese si avem nevoie de conventia ca valoarea mai micd sd fie asociatd cu 0
si ca valoarea ridicatd sd fie asociatd cu 1;

b) valoarea 0 a azxei orizontale nu e scrisd. Conventia e cd 0 reprezintd inter-
sectia azxelor orizontalda si verticald;

¢) desenam linii verticale prin acele puncte (de discontinuitate) unde functia
comutd, chiar dacd liniile verticale nu apartin graficului;

d) punem bulinute pe liniile verticale desenate asa ca la c), subliniind in acest
mod punctele care apartin de fapt graficului (valorile functiei in punctele unde co-
mutd).
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FicurA 2. Conventii privitoare la desenarea graficelor

EXEMPLU 8. Functia z(t) = x[0,1)(t) ® xq23(t) e diferentiabild, cu puncte de
discontinuitate atdt la stdnga cdt si la dreapta. Mai precis, avem

z(t—0) = X1
z(t+0) = Xxpo,1)(t)

Dz(t) = X{o,z}(t)7

Drz(t) = X{l,z}(t)-

Am desenat in Figura 2 graficele acestor functii.
12. Functii R — B"

Am mentionat deja modalitatea de obtinere din n siruri (¢1), ..., (t?) € Seq com-
patibile cu 1, ..., 2, € Dif f a unui sir (¢,) compatibil cu toate aceste functii, prin
reindexarea elementelor multimii (£)U... U (#2). In continuare acest sir e folosit ca
s exprime validitatea ecuatiei (4.1) pentru functia z(t) = (x1(t), ..., 2, (¢)). Invers,
functiile diferentiabile 2 : R — B™ se pot defini prin existenta unui sir (¢,) € :STc;]
cu proprietatea ci formula (4.1) e adevirati. In acest caz, functiile coordonate
Z1,..., &, sunt diferentiabile ele insele, iar girul (¢,) compatibil x e compatibil si
cu toate aceste functii. Multimea functiilor diferentiabile R — B"™ e notatd cu
Dif f(m). -

Fie (t,) € Seq un sir compatibil cu functiile z1,...,z, € Diff. FEcuatiile
(5.1), (5.2) care sunt indeplinite de citre x1,..., 2, sunt indeplinite gi de functia
z(t) = (z1(t), ..., x,(t)). Invers, limitele la stanga x(t — 0) si la dreapta x(t + 0)
ale lui € Dif f) sunt definite prin validitatea formulelor (5.1), (5.2) de unde
deducem ca

x(t—0) = (z1(t —0),...,2,(t — 0)),
z(t4+0) = (x1(t +0),...,2,(t +0)).

Continuitatea la stanga si la dreapta a lui € Dif f(™ constd in egalititile
x(t) = x(t—0) si respectiv z(t) = x(t40) si e echivalentd cu continuitatea la stanga
si la dreapta a functiilor coordonate. Formulele (7.1), (7.2) sunt adevirate cand
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sunt scrise atit pentru x cat si pentru xy, ..., x,, unde (t,) € Seq e compatibil cu
toate functiile coordonate 1, ..., x,. Notdm prin g*("), S c Dj £ multimile
functiilor diferentiabile care sunt continue la stanga si respectiv continue la dreapta.

Definitia valorii initiale t_l}r_noox(t) € B” i a valorii finale tli)rgo z(t) € B a lui
z : R — B" se face tot prin formulele (8.1), (8.2) in timp ce existenta valorii
initiale/finale a lui x constd in existenta valorilor initiale/finale ale functiilor co-
ordonate. Formulele (8.3), (8.4) sunt adevirate daci x € Dif f() are o valoare
initiald, respectiv o valoare finald (i.e. daci x1,...,x, € Diff au valori initiale gi
respectiv finale). Noile notatii sunt:

5 = {z]z € 5 Fp(—oc0 + 0)},
S = {z|z € 5, Iz(c0 — 0)},
S = {z]z € S Fz(—c0 + 0)},
S = {z|z € S Jz(co0 — 0)}.

Functiile care apartin lui S (n) §n), Sﬁ”) se numesc semnale n-dimensionale si
functiile care apartin lui $*(®), §*(m) | (™
sau semnale® n-dimensionale.

Nu vom folosi notatia vectoriald a semi-derivatelor si a derivatelor functiilor
diferentiabile = : R — B chiar daci acest lucru e posibil.

S& mai observam ci, din definitia lui Z,x Uy, z - y,x ® y pentru functiile x, y :
R — B, functiile Boolene F' : B™ — B"™ care definesc pentru orice v : R — B™,
functia F(u(-)) : R — B™, R 3t — F(u(t)) € B" duc spatiul Dif f(™ in Dif f),
S*(m) in §*() ete., valori initiale in valori initiale (F(tlggou(t)) = 1tlinoloF(u(t))) si

valori finale in valori finale.

se numes co-semnale n-dimensionale,

13. Produse carteziene de functii si spatii de functii

DEFINITIE 17. Produsul cartezian al functiilor z : R — B"™ gi 2/ : R — B"
e functia x x 2’ : R — B" x B",

(@ x2')(t) = (x(t), 2" (2)).

Uneori in loc de x x x’ folosim notatia (x,x’). E deseori convenabil sd identificdm
’ ’ . . .
B" x B® cu B""™ gi atunci putem scrie

(x x 2)(t) = (21(t), ooy o (t), T (L), .y 2 ().

DEFINITIE 18. Fie X C (B")R, X’ ¢ (B")R doud multimi nevide si notam
(B")R = {z]|z : R — B"}. Produsul lor cartezian e definit prin

XxX' ={zxa|zeX,z €X'}

DEFINITIE 19. Pentru X, X’ ca mai tnainte, produsul cartezian P(X) x
P(X") a lui P(X) cu P(X') e multimea

P(X) x P(X') = P(X x X')
gt similar pentru P*(X) x P*(X").
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OBSERVATIE 11. In Definitiile 17, 18, 19 argumentul t al functiilor produs e
acelagi (existd o unicd axd a timpului §i un unic timp prezent). Concluziondm, de
exemplu, cd orice v € Dif f) e produsul cartezian al coordonatelor sale

x(t) = (X1(t), ooy Tn(t)) = (21 X oo X T)(2)
st mai mult cd
Diff™ x Dif f") = Dif fntn’),
P(Dif f™) x P(Dif ")) = P(Dif f"+)).

Se obtin relatii de acelagi tip dacd tnlocuim Dif f prin subspatiile anterior defi-
nite: §*m, g*m gx() g gm) g,

Dacda in Definitia 17 functiile x,x" sunt constante si egale cu p € B, 1/ € B"
atunci cele doud ecuatii devin

px gl = ('),
fX = (B ey By B e )



CAPITOLUL 3

Pseudo-sisteme

Conceptele matematice care apar in descrierea pseudo-sistemelor sunt definite
cu ajutorul notiunilor introduse in Capitolul 2. Se motiveaza atent utilizarea acestor
concepte asociate semnalelor i pseudo-sistemelor, anume: stérile initiale si starile
finale, timpul initial si timpul final, functiile stare initiald si stare finala.

1. Alegerea continuitatii la dreapta a semnalelor

In acest moment, in principiu, avem urmétoarele posibilititi:

a) s lucr#m cu functii diferentiabile © € Dif f (n),

b) s& alegem ca de acum inainte s& lucrdm cu functii continue la stanga = €
g*(”), sau r apartine unui subspatiu al lui :S’v*(”);

c) si facem alegerea de a lucra in continuare cu functii continue la dreapta
T € g("), sau x apartine unui subspatiu al lui S,

Posibilitatea a) aratd a fi corects, fiind probabil prea generald. In ecuatiile
diferentiale i in inecuatiile diferentiale pe care le folosim apar (semi-)derivate la
stanga gi la dreapta aga incat studiul solutiilor e dificil. Convingerea noastri e c&
‘impulsul Dirac’ x4y privit ca exemplul tipic de functie diferentiabild cu disconti-
nuitati la stanga si la dreapta nu reflectd proprietitile dispozitivelor electronice care
sunt inertiale in general. Din acest motiv il elimin&m din studiul nostru. R&maéane
ca un subiect de reflexie dacd am procedat in mod rezonabil.

Alternativa b) de a restrictiona functiile acestei teorii la cele continue la stanga
aratd bine, in sensul ca ea corespunde scopurilor noastre de a simplifica analiza cét
mai mult posibil. Din motive impuse de lucrarile noastre precedente nu aceasta
e alegerea pe care o facem, dar subiectul de meditatie la care am ajuns e: s-ar fi
putut studia tot ce apare in acesta carte cu ajutorul functiilor continue la stanga?
Cu ce consecinte? Noi preferam si asociem aceste functii cu sistemele care au axa
timpului inversatd si pentru care timpul curge dinspre viitor spre trecut.

Alternativa c), duala lui b), reprezintd decizia pe care o luim pentru restul
cirtii. Cu aceastd restrictie, omitem utilizarea (semi-)derivatelor la dreapta, care
sunt nule pentru aceste functii, dar si a impulsurilor Dirac. Castigul de simplitate
pare notabil si pierderea de generalitate pare minimé sau nul.

2. Definitia pseudo-sistemelor

OBSERVATIE 12. Pseudo-sistemele sunt functii multivoce care asociazd functi-
ilor diferentiabile continue la dreapta R — B™ numite intrari, multimi (vide sau
nevide) de functii diferentiabile continue la dreapta R — B™ numite stari. Ele
initiazd sub o formd foarte gemerald problema modeldrii circuitelor asincrone din
eletronica digitald si ne permit sa prezentam dualitatea dintre starile initiale gi tim-
pul initial, pe de o parte, cu starile finale si timpul final, pe de altd parte.

21
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DEFINITIE 20. Functiile f : S — P(g(")),m,n > 1 se numesc pseudo-
sisteme asincrone in sens intrare-iegire sau, pe scurt, pseudo-sisteme.
Spunem cd f reprezintd un pseudo-sistem sub forma explicitd. FElementele
u € S™ se numesc intrdari (in pseudo-sistem): admisibile dacd f(u) # 0 si
neadmisibile dacd f(u) = (), in timp ce elementele x € f(u) se numesc stdri
(posibile), sau iegiri (posibile) (din pseudo-sistem). Multimile S(™ ,S™ sunt
numite spatiul intrdrilor si spatiul starilor, iar m,n sunt numite dimensi-
unea spaliulut intrdrilor i o spatiulur stdarilor. Muliimea R e mul{imea
timpulus.

DEFINITIE 21. Un pseudo-sistem sub forma implicitd constd in una sau
mai multe (in)ecuatii in care u e dat, t € R e variabila temporald i x e necunoscuta.

OBSERVATIE 13. Pseudo-sistemele sunt functii multivoce (sau relatii) care aso-
ciazd fiecarei intrari u multimea starilor posibile f(u). Conceptul isi are originea
in modelarea circuitelor asincrone.

O intrare neadmisibild, i.e. o intrare u pentru care f(u) = 0, e ganditd ca o
cauzd fard efecte exprimabile prin f iar o intrare admisibild u, pentru care f(u) # 0,
e consideratd ca fiind cauza mai multor efecte posibile x € f(u). Caracterul multivoc
al asocierii cauzd-efect e datorat fluctuatiilor statistice in procesul de fabricatie,
variatitlor temperaturii ambientale, variatiilor tensiunii de alimentare etc.

Fie \,;n € B. Inegalitatea X\ < p e echivalentd cu egalitatea XU p = 1, iar
egalitatea A = p e echivalentd cu inegalitatile A < p, u < X (prin proprietdti echiva-
lente intelegem cd multimile de perechi (A, 1) care satisfac cele doud proprietdti sunt
egale). Acest fapt ne aratd cd e tot una daca indicam pseudo-sistemele sub forma
implicitd ca ecuatii sau ca inecuatii.

NOTATIE 9. DacdVu € :S’v(’”), f(u) are exact un element, atunci pseudo-sistemul
f se noteaza prin f : Sim) g(”), notatia vzuald a functiilor univoce.

3. Exemple

EXEMPLU 9. Pseudo-sistemul nul e definit prin f : S — P(g(")),Vu €
Sm), f(u) =0, i.e. nu existd intrari admisibile. Aceasta corespunde situatiei cand
f nu modeleazd nimic.

EXEMPLU 10. Pseudo-sistemul total f : S(™ — P(S™) e definit prin Yu €
S f(u) = S si are toate intrarile admisibile. El modeleazd toate circuitele cu
intrari m-dimensionale si stari n-dimensionale i nu dd nici o informatie despre
aceste circuite.

B EXEMPLU 11. Pseudo-sistemul identic I, : Sm) —, g(m) ¢ definit prin: Yu €
S0 I.(u) = u. El modeleazd m fire neinertiale si fard intarzieri.

EXEMPLU 12. Protectia pe coordonata j, j € {1,...,m} e pseudo-sistemul 7; :
S — S vu € S 1;(u) = uj.

ExEmMPLU 13. Vectorul p € B™ defineste functia constantd p : Sm) _, g,
Acesta e un exemplu interesant de pseiio—sistem, deoarece el sugereazd modelarea
unui circuit cu erori ‘stuck-at’ p,;, i = 1,n. Am identificat constanta pu cu functia
constantd x(t) = p.

EXEMPLU 14. Mai general decat inainte, o multime A C B"™ defineste pseudo-
sistemul constant A : S — P(S™M).
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EXEMPLU 15. Fie functia F : B™ — B". Definim pseudo-sistemul f : S(™ —
S0 prin Yu € S| f(u)(t) = F(u(t)). Acest exemplu utilizeazd faptul cd pentru
orice w € S cand t parcurge R, avem cd F (u(t)) apartine lui S Circuitul
modelat reprezintd portile logice ideale si, generalizdnd, circuitele combinationale
ideale, care lucreazd fard inertie si fard intdrzieri.

EXEMPLU 16. Fie p o relatie de echivalentd pe S(m) gi notam prin [u], clasa de
echivalentd a lui u relativd la p. Avem pseudo-sistemul f : Sim) P(g(’”)) definit
de Yu € S(m), f(u) = [u],. Iatd cateva relatii de echivalentd pe S(m) .

-upv <= 3Id € R,u=vor1%

-upy <= Jt € R>U|(foo,t) = V|(—o0,t)}

-upy <= Jt € R,anm) = U|[t,00)>

-upy <= Ja > 0,Vt € R,u(t) = v(a-t) (doud semnale sunt echivalente
daca ele sunt egale printr-o alegere convenabild a celor doua unitdti de mdsurd a
timpului);

—upv<=Vje{l,.,m}, lim () wu;(§)= lm ) v;(&);

I % (o0 t) b= 0% (—oost)

~upv<=Vje{l,..,m} lim U wu;(&) =lim |J v;().

7%t 00) 7%t 00)

In scrierea ultimelor doud definitii am folosit faptul cd pentru orice u € S(m)

gi orice j € {1,...,m}, functisle det: (| w;(§), U wu;(&) comutd cel mult o
£€(—oost) £€lt,00)

datd de la 0 la 1 cdnd t descreste si respectiv de la 1 la 0 cand t cregte. Asadar ele

sunt monotone gi cele doud limite cind t — —oo §i respectivt — oo existd.

EXEMPLU 17. Pseudo-sistemul f : S — P(g) e definit in forma implicitd de
dubla inegalitate

(3.1) N w@ <)< |J @)
E€(t—d,t) EE[t—d,t)
unde d > 0. Cand u,x € S, functiile () w(€) si U u(S) sunt doar difer-
Eet—d,t) Eet—d,t)

entiabile, nu gi continue la dreapta (dupd cum s-a ardtat in Observatia 9). Acesta e

modelul unui circuit de intdrziere, pentru care intdrzierea dintre u §i x e mdrginitd
de d.

4. Stari initiale si stari finale

OBSERVATIE 14. Formuldm urmdatoarele proprietdti ale pseudo-sistemului f:

(4.1) Vu e S Va e f(u),3Iu € B", 3o € R,VE < to, z(t) = p;
(4.2) vu e S 3 e B",Va € f(u), 3o € R,VE < to, z(t) = p;
(4.3) Ju e B, Vu e S Ve f(u), Ity € R,VE < to,2(t) = p;
(4.4) Vu e S Y e f(u),Ip e B", 3ty €e RVt > ty,2(t) = 1
(4.5) Yue S 3 e B,V € f(u),3tr € RVt >ty x(t) = s

(4.6) Ju e B",Vu e S Vo e f(u), Ity € R,VE> tf,x(t) = p.
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Se vede cd dacd f(u) # 0, atunci Iu in (4.1),...,(4.6) trebuie interpretat ca I,
existenta unui unic [ cu acea proprietate. B

Daca (4.1) are loc cu f nenuld, atunci ea defineste o functie partiald St
B" care asociazd cu fiecare x € |J f(u) valoarea sa initiald p. Dacd (4.2)

ueS(m)

e adevdratd cu f nenuld, atunci ea defineste o functie partiald Sm) — B care
asociazd fiecdres intrdri admisibile u valoarea comund initiald p a tuturor x € f(u).
Dual, dacd f e nenuld si (4.4), (4.5) sunt adevdrate, atunci avem definite doud
functii partiale S _, Bn i Sm) _, Bn,

Pseudo-sistemul nul f satisface tn mod trivial toate proprietdtile (4.1),...,(4.6)
cu p € B” sity,ty € R arbitrare.

Sa observam dualitatile dintre (4.1) si (4.4); (4-2) si (4.5); (4.8) si (4.6) si
adevarul implicatiilor

(4.3) = (4.2) = (4.1),

(4.6) = (4.5) = (4.4).

Sd observam de asemenea cd in (4.1),...,(4.3) Vt < to §i Vt < tg sunt echivalente
i cd in (4.4),...,(4.6) Vt >ty si Vt >ty sunt echivalente. Am adoptat Vt < to i
Yt >ty pentru a sublinia continuitatea la dreapta a n—semnalelor x € S,

DEFINITIE 22. Dacd f satisface (4.1), spunem cd el are stdri initiale. In
acest caz vectorii p se numesc stdrile initiale (ale lui f), sau mai corect valorile
initiale ale starilor (lui f).

DEFINITIE 23. Sd presupunem cd f satisface (4.2). In aceastd situatie spunem
cd el are stdri initiale fdrd curse iar starile initiale p se numesc fard curse.

DEFINITIE 24. Cénd f satisface (4.8), obisnuim sd spunem cd el are o stare
initiald (constantd) p. In acest caz spunem cd f e initializat si cd o este starea
sa initiald (constanta).

DEFINITIE 25. Dacd f satisface (4.4), el e numit absolut stabil si spunem de
asemenea ca el are stari finale. In acest caz vectorii ji au numele de stdri finale
(ale lui f), sau incd valori finale ale starilor (lui f).

DEFINITIE 26. Dacd pseudo-sistemul f satisface proprietatea (4.5), el e numit
absolut stabil fard curse si spunem cd el are stdri finale fard curse p. In
acest caz starile finale p sunt numite fard curse.

DEFINITIE 27. Presupunem cd pseudo-sistemul f satisface (4.6). Atunci e
numit constant absolut stabil sau, echivalent, spunem cd el are o stare finald
(constantd) . In acestd situatie vectorul p e numit starea finald (constantd).

OBSERVATIE 15. Terminologia precedentd e legatd de dualitdtile initial-final,
initializat-absolut stabil precum gi de ingineria hardware. In ingineria hardware,
‘eursd’ (in limba englezd race) inseamnd: ’care coordonatd a lui x comutd prima
e cdstigatoare’ sau poate 'mai multe drumuri posibile’. In acest caz ‘fara curse’
inseamnd ‘un singur drum posibil’. Interpretarea conditier de lipsd a curselor e
(vag) urmdtoarea: ’pentru orice fluctuatii statistice in procesul de fabricatie...’, vezi
Observatia 13.
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5. Timp initial si timp final

_ OBSERVATIE 16. Formuldm urmdtoarele proprietdti ale pseudo-sistemului f :
S(m)_>P(§(n))

(5.1) Vu e S0 Vo e flu)nS™ 3u e B, 3ty € R,VE < to, x(t) =
(5.2) Yu e S0 3ty e R,Vr € f(u) N S™, 3 € BVt < to, z(t) = s
(5.3) 3ty € R,Vu € S Vo e f(u) N S™, 3u e BVt < to, x(t) = p;
(5.4) Vu e S Va e f(u)nS™, I e B", 3ty €e RVt > ty,2(t) = 11
(5.5) Yu € g(m),EItf eR,Vz e f(u)NS™ Iy e BVt > tr,x(t) = p;
(5.6) e R Vue ST Vo e flu)nS™, 3y e BVt > tg,x(t) = p.

Proprietatile (5.1) si (5.4) sunt indeplinite de toate pseudo-sistemele i sunt
prezentate aici doar pentru a asigura o simetrie a expunerii.

Similitudinea acestei observatii cu Observatia 14 e relativd. Intr-adevar, defini-
rea unei functii partiale S — R, de exemplu in cazul lui (5.1), care sd asocieze
numarul ty € R fiecarei stari x € |J f(u) N S™ nu e prea naturald deoarece

ueSim)
to nu e unic (totusi se poate face uz de axioma alegerii). Rationamentul e acelagi
pentru numdrul ty € R.

Dacd f e pseudo-sistemul nul sau, mai general, dacd in una dintre (5.1),...,(5.3)
Vu € S, f(u)NS™ =0, sau in una dintre (5.4),...,(5.6) Yu € S™), f(u)ﬁSé") =
0, atunci acea proprietate e indeplinitd in mod trivial.

Aw loc dualitatile dintre (5.1) si (5.4); (5.2) si (5.5); (5.3) si (5.6) si urmd-
toarele implicatii sunt adevarate:

(5.3) = (5.2) = (5.1);

(5.6) = (5.5) = (5.4).
O data in plus, Yt < to gi Vt < to sunt echivalente in (5.1), ..., (5.3), iar Vt >ty si
Vt >ty sunt echivalente in (5.4), ..., (5.6).

DEFINITIE 28. Dacd f satisface (5.1), spunem cd el are un timp initial
nemdrginit gi orice to satisfdcind aceastd proprietate e numit timp initial nemdr-
ginit.

DEFINITIE 29. Fie f indeplinind proprietatea (5.2). Spunem cd el are un
timp initial mdrginit si orice ty facind aceastd proprietate adevdratd e numit
timp initial mdrginit.

DEFINITIE 30. Atunci cind f satisface (5.3), obignuim sd spunem ca el are
timp initial fix si orice to care apare in (5.8) e numit timp initial fiz.

DEFINITIE 31. Sd presupunem cd f satisface (5.4). Atunci spunem cd el are
un timp final nemdrginit si orice t; satisfdcind proprietatea e numit timp final
nemdarginit.

DEFINITIE 32. Dacd f indeplineste proprietatea (5.5), spunem cd el are un
timp final mdrginit. Orice numdr ty satisfdcind (5.5) e numit timp final
marginit.
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DEFINITIE 33. Presupunem cd pseudo-sistemul f satisface proprietatea (5.6).
Atunci spunem cd el are un timp final fix i orice numdr ty satisfacand (5.6) e
numit ttmp final fix.

TEOREMA 25. Dacd pseudo-sistemul f are stari initiale, atunci existd urmd-
toarele posibilitati neexclusive:

vu € S 3ty € R,V € f(u),Iu € BVt < to, z(t) = p;
¢) f are stari initiale gi timp initial fix dacd gt numai dacd
Jto € R,Yu € S vz € f(u),3u € B™ )Vt < to,x(t) = 13
vu e S0 3 e B",Va € f(u), 3o € R,VE < to,z(t) = p;
e) f are stari initiale fard curse gi timp initial marginit dacd gt numai dacd
vu e S 3 e B", 3ty € R,Va € fu), vt < to,z(t) =
Jtg € R,Vu € g(m),ﬂu € B", Vx € f(u),Vt < tg,x(t) = w;
g) [ are o stare initiald constantd si timp initial nemarginit dacd gi numai dacd
Ju e B Yue S v e f(u),3tg € RVt < tg, 2(t) = 1
h) f are o stare initiald constantd si timp initial mdarginit dacd i numai dacd
Ju e B, Yue S 3ty e R,Vx € fu), vt < to,z(t) =
i) f are o stare initiald constantd gi timp initial fix dacd i numai dacd
Ju e B, 3t € R,Vu € S Vo € f(u),Vt < to,z(t) = p.
DEMONSTRATIE. e) Avem de arfitat echivalenta dintre conjunctia lui (4.2) si
(5.2) pe de o parte si
(5.7) vu e S0 3 e B, 3ty € R, Va € f(u),Vt < to,z(t) = p

pe de altd parte. Acest lucru e evident dacd f e nul. Putem presupune deci ci f e

nenul si e suficient si considersm o intrare admisibild arbitrarsd v € S™).

(4.2) g1 (5.2) = (5.7).

Din (4.2) avem existenta unui unic g € B™ care depinde de u aga incat Va €
f(u), existd z(—o00 4 0) si 2(—00 +0) = p. Deci f(u) C S™ si f(u) NS = f(u).
Din (5.2) deducem ci

Jtg € R, Vx € f(u),Vt < to,z(t) = p,
unde ty depinde de w si afirmatia
JueB", Iy € R,Vx € f(u),Vt <to,z(t) =p

e adevirati si ea deoarece p si to depind doar de u. Are loc relatia (5.7).
(5.7) = (4.2) si (5.2).
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(5.7) = (4.2) e evidents. Pe de altd parte, pentru intrarea u € S(™) admisibila

si arbitrard ca mai inainte, existd un unic p € B™ depinzand de u aga incéat
Jto € R,Vx € f(u),Vt < to, z(t) = .
De aici, afirmatia
Jto € R,V € f(u)NS™ Yt < to,x(t) = p
e adevarata, la fel ca si
Ity € R, Vx € f(u)NS™, I e B",Vt < to,z(t) = p,

i.e. are loc (5.2). O

TEOREMA 26. Pentru pseudo-sistemul absolut stabil f existd urmatoarele posi-
bilitati neexclusive:
a) [ e absolut stabil cu timp final nemdrginit dacd si numai dacd

Vu e S Yz € f(uw),3p e B, 3ty € R,VE > ty,x(t) = p;
b) f e absolut stabil cu timp final mdrginit dacd si numai dacd
Yue S 3t; € R,Va € f(u),Iu € BYVE > ty,a(t) = p;
¢) f e absolut stabil cu timp final fir dacd i numai dacd
Jdty e R,Vu € S0 vz e f(w),3p e BVt >ty 2(t) =
d) f e absolut stabil fard curse gi timp final nemdrginit dacd i numai dacd
Vu e S 3 e B Vx € flu), 3ty € RVt >ty 2(t) = 1
e) f e absolut stabil fard curse gi timp final marginit dacd gt numai dacd
Yu € g(m),ﬂu e B", 3ty e R,Vz € f(u),Vt > tf,x(t) = u;
f) f e absolut stabil fara curse gi timp final fix dacd si numai dacd
Jdty e R,Vu € S 3 € B, Va € flw),Vt >ty z(t) =
g) [ e constant absolut stabil gi timp final nemdrginit dacd gi numai dacd
Ju e B Yue S vre flu), 3ty € RVE >ty 2(t) = 1
h) f e constant absolut stabil gi timp final mdarginit dacd i numai dacd
Ju € B",Vu € g(m),ﬂtf eR,Vz € f(u),Vt >ty x(t) = 1
i) f e constant absolut stabil si timp final fix dacd gi numai daca
JueB" 3ty eR,Vu e Sm) vy e flw),Vt >ty z(t) = p.
OBSERVATIE 17. In conditiile Teoremelor 25 si 26 au loc urmdatoarele implicatii

i) = h) = g
U U U
f) = e = d
ll) U U

= b)) = a)
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6. Functia stare initiald si functia stare final &

DEFINITIE 34. Fie pseudo-sistemul f : Sm) — P(SM). Dacd acesta are stari
initiale, atunci functia ¢y : SU™ — P(B™) definitd de

Vu € 5T, g (u) = {w(—o00 + 0|z € f(u)}

e numitd functia stare initiald a lui f, iar multimea

B0 = U ¢o(w)
ueS(m)
poartd numele de multimea starilor initiale ale lui f.
DEFINITIE 35. Sd considerdm pseudo-sistemul f. Dacd el are stari finale,
atunci functia ¢ : S(m) P(B™) definita de

Vu € S, ¢ (u) = {x(co - 0)|z € f(u)}

se numeste functia stare finald o lui f, in timp ce multimea

Of = U ¢f(u)
ue§<M>
se numeste multimea starilor finale ale lui f.

ExemMpPLU 18. Functia constantd Sim) _, §n) egald cu € B™ e un pseudo-
sistem cu stare initiald constantd p i timp initial fix. Acest pseudo-sistem e de
asemenea constant absolut stabil cu timp final fiz. Functiile ¢y, ¢y i multimile
©0, 0 existd si sunt egale cu {p}.

NoTATIE 10. Dacd Yu € g(m),%(u) are exact un element, notalia uzuald a
functiei stare initiald e ¢ : Sm) _ B, In mod similar pentru functia stare finald,
daca Yu € g(m),gbf(u) are exact un element, folosim notatia functiilor univoce
(bf . §(7n) — B".

TEOREMA 27. Fie f un pseudo-sistem cu stdri initiale. _

a) Dacd starile sale initiale sunt fard curse, atunci Yu € S, ¢y (u) are cel
mult un element.

b) Dacd f are o stare initiald constantd p, atunci ¢g(u) = {u} e adevarata
pentru orice intrare u admisibild; egalitatea f = () implicd ©¢ = 0 si dacd f # 0,
atunci avem ©¢ = {p}.

DEMONSTRATIE. a) S& presupunem ci f are stiri initiale fird curse si fie u €
S0m) Daci f(u) = 0, atunci ¢o(u) = 0 si daci f(u) # 0, atunci existd un unic
w € B™, care depinde de u, asa incat Va € f(u),z(—oo +0) = p si ¢g(u) = {u}.

b) Presupunem c& f are o stare initiald constantd p. Dacd f e nuld, atunci
Yu € g(m),qﬁo(u) = () si ©®y = 0, in caz contrar pentru orice u admisibild avem
Ve € f(u),z(—00+0) = p si ¢o(u) = {u}, cu alte cuvinte Gy = {u}. O

TEOREMA 28. Sd ludm un pseudo-sistem f cu stdri finale.

a) Dacd starile sale finale sunt fard curse, atunciYu € S™), ¢ ¢(u) are cel mult
un element.

b) Dacd f are o stare finald constantd p, atunci ¢ ¢(u) = {u} e adevdratd pentru
orice u admisibild; dacd nu existd intrari admisibile, atunci O = 0 si dacd existd
intrari admisibile, atunci © y = {pu}.



CAPITOLUL 4

Sisteme

Sistemele sunt cazuri particulare de pseudo-sisteme, anume acele pseudo-sisteme
nenule care satisfac proprietatea ci intrarile admisibile si stérile posibile au valori
initiale. Existd aici o asimetrie intre atributele initial i final (referitoare la stiri
si timp). Ea e justificatd de faptul c& obignuim s& ration#m temporal alegand un
moment initial al timpului i sensul crescdtor al axei timpului. Chiar dacd multe
notiuni caracteristice sistemelor pot fi definite si pentru pseudo-sisteme, preferam si
le prezentdm ca legate de sisteme, deoarece sistemele sunt mai apropiate de nevoile
noastre de modelare. Definim si studiem cateva notiuni fundamentale : subsisteme,
sisteme duale, sisteme inverse, produse carteziene de sisteme, legdri in serie gi in
paralel a sistemelor, intersectii, reuniuni gi morfisme de sisteme.

1. Definitia sistemelor

DEFINITIE 36. Dat fiind pseudo-sistemul f : S — P(SM), multimea U a
intrarilor admisibile definitd prin

Up = {ulu € S, f(u) # 0}
se mai numeste i multimea suport, sau suportul lui f.

DEFINITIE 37. Pseudo-sistemul (asincron) f e numit sistem (asincron) dacd

a) Us # 0,

b) Up C S0,

¢)Yu € Uy, f(u) c S,

NOTATIE 11. Identificam sistemul f cu functia f1 : U — P*(S™), unde U =
Uy, definita prin Yu € U, fi(u) = f(u). Aceastd identificare conduce spre notatia
uzuald a sistemelor date sub forma explicitd i.e. f:U — P* (S(")), unde U C S(™)
e nevidd. Dacd Vu € U, f(u) are un singur element, atunci folosim notatia f : U —
S corespunzitoare functiilor univoce.

OBSERVATIE 18. In forma implicitd, sistemele constau in una sau mai multe
ecuatii sau inecuatii cu solutii x € S care depind de parametrul v € U. Tinem
minte cd orice u € S(™ \ U e fara solutii x € S §i cd orice u € U e fard solutii
z e G\ g,

Sistemele sunt acele pseudo-sisteme nenule f pentru care intrdrile admisibile
g1 starile posibile au valori initiale (rezultdnd cd f are stari initiale). Conceptul
creazd o asimetrie intre starile initiale si starile finale deoarece:

- e natural sa consideram intrarile ca fiind comenzi, un mod intentionat de a
actiona asupra circuitului modelat de f in vederea producerii unui anumit efect.
Dar aceasta se face dupd alegerea unui moment initial ol timpului tg de la care
incepand sa ne putem ordona actiunile in sensul crescdtor al lui R (gi nu in ambele
sensuri);

29
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- e natural sd asociem cerintei U C S (Definitia 37 b) si explicatiile din
paragraful precedent) o cerintd (Definitia 87 ¢)) duald stabilitatii absolute: sistemul
isi ordoneazd reactiile de la un moment initial al timpului, in sensul crescdtor al
azei temporale (§i nu in ambele sensuri).

Drumul de la doud sensuri pe axa temporald la un sens si existenta momentului
initial al timpului au fost anticipate la Observatia 7 prin aceea cd sirurile (t,).cz
compatibile cu functiile diferentiabile sunt tnlocuite de siruri (tx)keN-

EXEMPLU 19. Faptul cd in Capitolul 8 Exemplul 17, dubla inegalitate (3.1)
defineste un sistem S — P*(S) e evident deoarece

Vue S5 (0,d, [ w@)<ut—8< [J u®.
Eet—d,t) Eet—d,t)

Avénd valori initiale, functia x(t) = u(t — 8) o satisface ori de cate ori 6 € (0,d).
Mai mult, cind u are valoarea initiald u(—oo+0), orice solutie x a dublei inegalitati
are valoarea initiald x(—oo+0) = u(—o00+40). In continuare, pentru a face exemplul
corect, trebuie sd cerem ca Vu € S \ S, inegalitatea sd nu aibe solutii.

NOTATIE 12. Fie f: SM — P(:S’v(")) un pseudo-sistem cu proprietatea cd

(1.1) Ju € S(m)7 flu)n g(n) £ 0.

Notam prin [f] : U — P*(S™) functia definitd in felul urmdtor
(1.2) U = {ujue S, f(u)nS™ £},

(13) Vu € U [f](u) = f(u) N 5@,

TEOREMA 29. [f] e un sistem.

DEMONSTRATIE. Relatia U # () decurge din (1.1) si (1.2), U € S e o con-
secintd a lui (1.2) si Yu € U,[f](u) € S™ decurge din (1.3). Asadar [f] e un
sistem. t

DEFINITIE 38. Pentru orice pseudo-sistem f satisfiacand proprietatea (1.1), [f]
e numit sistemul indus de f.

TEOREMA 30. Pseudo-sistemul f e un sistem dacd gi numai dacd f = [f].

DEMONSTRATIE. <= e evidentd, deoarece [f] e un sistem.

— Existd intriri admisibile gi fie u o astfel de intrare. Deoarece f e un sistem,
u are o valoare initiald. Din f(u) C S, avem ci f(u) = f(u) N S™ = [f](u) si,
datoritd faptului ¢ u a fost ales in mod arbitrar, deducem ci Vu € U, f(u) = [f](u),
ie. f=[f], unde U = Uy. O

2. Stari initiale si stari finale

TEOREMA 31. Sd presupunem cd pseudo-sistemul f : S — P(g(")) e un
sistem i cd multimea sa suport e U € P*(S™). Atunci urmdtoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) Capitolul 3, afirmatia (4.1) si

(2.1) Yu € UVz € f(u),3Ip € B", Ftg € R, Vt < to,z(t) = p;
b) Capitolul 3, afirmatia (4.2) si
(2.2) Vu € U,3p € B",Va € f(u),Itg € R,V < to,z(t) = p;
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¢) Capitolul 3, afirmatia (4.8) si

(2.3) Ju e B, Yue UVz € f(u),3ty € RVt < to,x(t) = 143
d) Capitolul 3, afirmatia (4.4) si

(2.4) Vu e Uz € f(u),Ip € B", 3ty € RVt > ty,x(t) = 5
e) Capitolul 3, afirmatia (4.5) si

(2.5) Vu e U, du e B", Vo € f(u), Ity € RVt > ty,a(t) = p;
f) Capitolul 3, afirmatia (4.6) si

(2.6) Ju e B",Vue UVx € f(u), Ity € RVt > tf,2(t) = p.

DEMONSTRATIE. Deoarece Vu € S(™) \ U, afirmatia x € f(u) e falsd, propri-
etatea corespunzatoere e indeplinitd in mod trivial, aga incat singurele puncte unde
adevarul lui (4.1),...,(4.6) din Capitolul 3 trebuie discutat sunt v € U. O

OBSERVATIE 19. Pentru orice sistem f, proprietatea (2.1) e adevdratd.
Teorema 31 afirmd cd ne putem limita analiza sistemelor, din punctul de vedere
al starilor initiale si finale, la functiile U — P*(S™)) dupd cum ne si asteptam.

3. Timp initial si timp final

TEOREMA 32. Sd presupunem cd pseudo-sistemul f : Sm) P(g(”)) are
suportul U € S, Dacd f e un sistem, atunci avem urmdtoarele echivalente:
a) Capitolul 3, afirmatia (5.1) si

(3.1) Yu € UVz € f(u),3Ip € B™, Ity € R, Vt < to,z(t) = p;
b) Capitolul 3, afirmatia (5.2) si

(3.2) Yu € U, 3ty € R,Vx € f(u),3Iu € B",Vt < to,z(t) = p;
¢) Capitolul 3, afirmatia (5.8) si

(3.3) Fto € R,Vu e U,V € f(u),Iu € BVt < to,z(t) = 1

d) Capitolul 3, afirmatia (5.4) si

(3.4) Yu € UVz € f(u) NS, 3u e B, 3ty € RVt > tg,a(t) = p;
e) Capitolul 3, afirmatia (5.5) si

(3.5) Yu € U,3t; € R,z € f(u) N S™ 3 € B™, Wt > tg,a(t) = u;
f) Capitolul 3, afirmatia (5.6) si

(3.6) Jt; € R,Yu € UVe € f(u)NS™, 3 € BVt > tr,a(t) = p.

DEMONSTRATIE. Rationamentul e similar cu acela din Teorema 31. In (3.1),...,
(3.3) am folosit faptul ci Vu € U, f(u) N S™ = f(u). O

OBSERVATIE 20. Proprietatea (3.1) coincide cu (2.1) si e intotdeauna indeplin-
itd. Proprietatea (3.4) e intotdeauna satisfacutd si ea.
De acum tnainte, vom folosi pentru sisteme afirmatiile (2.1),..., (2.6), (3.1),...,

(3.6).
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4. Functia stare initiald si multimea starilor initiale

TEOREMA 33. Pentru orice sistem f, functia stare initiald ¢y si muliimea
starilor initiale ©¢ existd.

DEMONSTRATIE. Aceasta se intAmpld pentru orice pseudo-sistem cu stéri in-
itiale. O

NOTATIE 13. Identificam functia stare initiald ¢ : Sim) P(B") cu functia
¢19 : U — P*(B") definitd prin Vu € U, ¢19(u) = ¢o(u) unde U = Uy e multimea
suport a lui f. Aceastd identificare ne permite sa folosim notatia ¢y : U — P*(B")
g1, cand Yu € U, x(—o00 + 0) e unicd, folosim notatia ¢y : U — B™.

OBSERVATIE 21. Spre deosebire de stdarile initiale ale lui f, care existd intot-
deauna, stdarile finale pot sd nu existe. Atunci cand f are stdri finale, functia stare
finald ¢, : U — P*(B") si multimea starilor finale © sunt si ele definite.

5. Subsisteme

TEOREMA 34. Consideram pseudo-sistemele f,g: S™ — P(g(")) cu multim-
ile suport U, V.
a) Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente

Vu e S, f(u) C g(u),
UcCV siVueU,f(u) C g(u).

b) Dacd una din afirmatiile de la a) e adevdratd, g e sistem si U # 0, atunci f
e sistem.

DEMONSTRATIE. b) decurge din aceea c& U # 0, U ¢ V C S i Vu €
U, f(u) C g(u) € S™. O

DEFINITIE 39. Fie sistemele f : U — P*(S™), g : V. — P*(S™), U,V €

P*(S'™). Daca

UcCV siVueU,f(u) Cglu),
spunem cd f e un subsistem a lui g sau cd f e inclus tn g §i notatia uzuald pentru
acest lucru e f C g.

OBSERVATIE 22. Intuitiv, faptul cd f e un subsistem a lui g inseamnd cd mod-
elarea unui circuit e facutd mai precis de catre f decdt de catre g, eventual dupd
micsorarea multimii intrdrilor admisibile. Relatia C e o relatie de ordine partiald
intre sistemele U — P*(S™), U parcurge P*(S"™)), unde primul element nu existd
gi ultimul element S : S(m) — P*(S(M) ¢ dat de

Vu € S0, 80 (u) = S0
EXEMPLU 20. Fie sistemul f st ludm un p € ©¢ arbitrar. Sistemul f,, : U, —
P*(S™) definit de
U, = {ulu € U, € o)},
Vu € Uy, fu(u) = {z|z € f(u),x(—o0+0) = u}
e un subsistem al lui f, numit restrictia lui f la valoarea initiald a starii (la starea)
w. Se observd cd f, e initializat si cd p e starea sa initiald constantd.

TEOREMA 35. Fie sistemul g si f C g un subsistem arbitrar. Dacd g are stdri
initiale fard curse (stare initiald constantd), atunci f are stari initiale fard curse
(stare initiald constantd) de asemenea.
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DEMONSTRATIE. Dacd& una din proprietétile precedente e adeviratd pentru
stirile din g(u), atunci e adeviiratd gi pentru stirile din submultimea f(u) C g(u),
uwel. (]

TEOREMA 36. Fie f C g. Dacd g are stdri finale (stari finale fara curse,
stare finald constantd), atunci f are stari finale (stari finale fard curse, stare finald
constantd) de asemenea.

TEOREMA 37. Date fiind sistemele f C g, dacd g are timp initial mdrginit
(timp initial fix), atunci f are timp initial mdarginit (timp initial fix).

DEMONSTRATIE. Ca mai inainte, dacd una dintre proprietdtile precedente e
adeviratd pentru stirile lui g(u), atunci e adeviiratd gi pentru starile lui f(u) C
g(u),uelU. O

TEOREMA 38. Fie f un subsistem al lui g. Dacd g are timp final mdarginit (timp
final fix), atunci f are timp final marginit (timp final fix).

TEOREMA 39. Dacd f C g, atunci notdm prin v, : V. — P*(B") functia
stare initiald a lui g si prin [y C B™ multimea stdarilor initiale ale lui g. Avem
Yu € U, ¢g(u) C vo(u) §i O C To.

DEMONSTRATIE. Cum U C V gi Yu € U, f(u) C g(u), valorile initiale ale
stérilor lui f(u) sunt printre valorile initiale ale starilor lui g(u), ¢g(u) C vyo(u)
facand ©¢ C 'y adevarata. O

TEOREMA 40. Dacd g are stdri finale si f C g, notam prin v, : V — P*(B")
functia stare finald a lui g §i prin I'y C B™ multimea starilor finale ale lui g. Avem
Vu €U, ¢p(u) Cyp(u) i O CTy.

DEMONSTRATIE. Sistemul f are stari finale din Teorema 36, deci exista ¢; si
I'y. Restul demonstratiei e similar demostratiei Teoremei 39. O

6. Sisteme duale

NOTATIE 14. Pentru orice u € S, notam prin @ € S™) complementul sau
facut pe coordonate

a(t) = (wi (), oo, um (1))

NOTATIE 15. Daca U C S e un spatiu de functii, notam prin U* multimea
(6.1) U* ={ulueU}.
_TEOREMA 41. Fie pseudo-sistemul f : Sm) — P(S(M) pentru care f* : S —
P(S™) e pseudo-sistemul definit in felul urmdtor:
vu e ST f*(u) = {Z|lz € f(@)}.

Notdind prin U multimea suport a lui f, avem cd multimea suport a lui f* e U*.
Dacad [ e un sistem, atunci f* e un sistem.

DEMONSTRATIE. Din (6.1) obtinem
U* = {alu € S, f(u) # 0} = {ulu € S, f(@) # 0} = {ulu € S, f*(u) # 0},

ceea ce inseamni ci U* e multimea suport a pseudo-sistemului f*. In acest moment
presupunem cd f e un sistem. Din U # @ deducem c& U* # (). Faptul ci Yu €
U, existd u(—oo 4 0) aratd adevirul afirmatiei Yu € U*, existd u(—oo + 0), deci
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U* ¢ S, Deoarece Yu € U, f(u) € S™ avem Yu € U*, f(w) ¢ S™, deci
Vu € U, {T|z € f(@)} € S™ si, in cele din urm, Yu € U*, f*(u) € S™. f* e un
sistem. (]

DEFINITIE 40. Fie sistemul f : U — P*(S"™), U € P*(S™). Sistemul f* :
U* — P*(S™) definit prin
Vu e U, f*(u) = {Z|z € f(W)},
unde U* satisface (6.1), e numit sistemul dual al lui f.

OBSERVATIE 23. Addaugam tuturor tipurilor de dualitate anterioare dualitatea
dintre 0,1 € B de care ne folosim in Definitia 40. Dacd f modeleazd un circuit,
atunci f* modeleazd dualul acelui circuit (cu porti logice SI tn locul portilor logice
SAU ete.) si are multe proprietdti care pot fi deduse din proprietatile lui f.

Se vede ca Yu € U*, f*(u) = (f(@m))*. Acest fapt va fi folosit in continuare.

TEOREMA 42. (f*)* = f.
DEMONSTRATIE. (U*)* = {uju € U*} = {uJu € U*} = U si observim ci

Vue U, (f)"(u) ={zlx € f*@)} = {=z[z € f* (W)} = f(u). O

TEOREMA 43. Pentru sistemul f, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

DEMONSTRATIE. Ardtdm c& f are stdri initiale fird curse <= f* are stéri
initiale fard curse:
Vu € U,3pu € B", Vx € f(u),Tto € RVt < to,z(t) = p <
<~ VYueU3dueB"Vz e f*(u),Ity € R,Vt < tg,z(t) = p <
<< VYueU", JueB", VT € f*(u),Ity € R,Vt < ty,T(t) =1 <=
< VueU" IueB" Ve f*(u), I € R,Vt < tg,z(t) = p.
In afirmatiile precedente, VZ € f*(@) e notatia pentru Yz, Z € f*(@), in timp ce

Ju € B e notatia pentru Ju, 1w € B™ etc. O

TEOREMA 44. Pentru sistemul f, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
a) [ are stari finale (stari finale fard curse, stare finald constanta);
b) f* are stari finale (stari finale fard curse, stare finald constanta).

TEOREMA 45. Urmdtoarele proprietati sunt echivalente pentru f :
a) [ are timp initial marginit (timp initial fix);
b) f* are timp initial marginit (timp initial fiz).

DEMONSTRATIE. Similar cu demonstratia Teoremei 43, ardtdm cd f are timp
initial fix <= f* are timp initial fix:
Jtg € R,Vu € U,V € f(u),Ip € B",Vt < tg,x(t) = p <<=
<~ g e R,Vu e U,Vz € f*(u),Tpu € B",Vt < tg,z(t) = p <
<~ Jtp e R,Yu e U*,VZ € f*(u),In € B",Vt < to,T(t) = 1 <
<~ Jtp € R,Vu € U*,Vz € f*(u),Iu € B",Vt < tg,z(t) = p,

si VT € f*(u),Vu € U*... sunt notatii similare cu acelea care apar in demonstratia
Teoremei 43. U
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TEOREMA 46. Se dd sistemul f, pentru care afirmatiile urmdtoare sunt echiva-
lente:

a) f are timp final marginit (timp final fix);
b) f* are timp final mirginit (timp final fix).

TEOREMA 47. Sa notam prin ¢ : U* — P*(B™) functia stare initiald a lui f*
§i prin ©f multimea starilor initiale ale lui f*. Avem

Vu € U, ¢ (u) = {Filn € ¢o(w)},
05 = {zln € Oy}
DEMONSTRATIE. Afirmatiile teoremei sunt obtinute din faptul c&

Vu € U*, ¢ (u) = {z(—o0 + 0)|z € f*(u)} =

= {z(-00+0)[z € f*(u)} = {a(-00+ 0)|z € f(@)} = {lp € do(W)}
O

TEOREMA 48. Dacd f are stari finale, notam prin ¢ : U* — P*(B"™) functia
stare finald a lui f* si prin @} multimea stdarilor finale ale lui f*. Avem cd

Vu e U™, ¢3(u) = {Rlp € ¢p (W)},
O} = {hln € O}

DEMONSTRATIE. Folosim Teorema 44 pentru a ardta ca d)},@} existd si pe
urmé folosim dualitatea cu Teorema 47. O

TEOREMA 49. Pentru sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(S™), U,V €
P*(SU™) avem f C g <= f* C g*.

DEMONSTRATIE. Se obtin urm#toarele echivalente:
fCg<=UCVsiVuel,f(u) Cglu) <
—VYueUueVsif(u) Cglu) <=
= VYuelUueVsi{zlre fu)} C{zlr € glu)} <
= VYuelUueVsi{zlre fu)} C{Z|r € g(u)} <=
—VYueUueVsif*(u) Cg'(u) <
= YueU"ueV'si f*(u) C g*(u) <
= YueUueV s f (u) C g*(u) <=

U CV siVueU", f(u) Cg*(u) <= f"Cg*
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7. Sisteme inverse

TEOREMA 50. Dat ﬁmg pseudo-sistemul f : Sim) P(g(")), suportul pseudo-
sistemului f~' : S — p(SM),
Ve e S, Y (z) = {ulu e S™ z € f(u)}
este
X = U f(u).
uesS(m)
Dacd f e un sistem, atunci f~1 e un sistem de asemenea.

DEMONSTRATIE. In mod evident, X e multimea suport a lui f~*. S& pre-
supunem cd f e un sistem. Atunci f # 0 implicdi X # (. Faptul cid Yu €
St f(u) € S("l (in aceastd incluziune f(u) e vidd pentru unii u) aratd cd X C
SM). Din Vu € S, f(u) # 0 = u € S deducem Yz € S, f~1(z) c ™
(in aceastd incluziune f~!(x) e vidd pentru unii z). Toate cerintele Definitiei 37
sunt indeplinite, asa incat f~' e un sistem. O

DEFINITIE 41. Fie sistemul f : U — P(S™),U € P*(St™). Sistemul f~' :
X — P*(S) dat de

X = fw),
uelU
Vo e X, f () = {ulu € U,x € f(u)}
se numegste tnversul lui f.

OBSERVATIE 24. f~! e inversul lui f considerat ca o relatie f C S(m) gy,
Ideea constructiei sale e aceea de a inversa raportul cauzd-efect: =1 asociazd
fiecarui efect posibil x pe acele intrari admisibile u care puteau sd-l cauzeze.

Lucrul cu f poate fi gindit ca referindu-se la analiza unui circuit, in timp ce
lucrul cu f=1 poate fi gandit ca referindu-se la controlul unui circuit.

In unele proprietati care urmeazd vom folosi echivalenta u € f~(z) <= x €

f(w).

TEOREMA 51. Pentru sistemul f, avem (f~1)~! = f.

DEMONSTRATIE. Notdm prin U’ multimea suport a lui (f~1)~! si putem scrie
U'=J '@ ={ubreX,uef ()} =
zeX
={uF cU,3z € f(u),uec fH2)y={uucU I cUTxc f(u)N flu)} =
={ulue U, €U, fu)N f(u) #0} =T.
Asadar suporturile lui (f~%)~! si f coincid. Pentru orice u € U avem
(Y M) = {2z € X,ue [ (2)} = {2z € f(u)} = f(u).
O
TEOREMA 52. Notam prin ¢y ' : X — P*(B™) functia stare initiald a lui ="
st prin © Y maultimea starilor sale initiale. Urmatoarele afirmatii sunt adevdrate
Vo € X, ¢y (x) = {u(—00 +0)ju € U,z € f(u)},
0! = {u(—o00 + 0)|u € U}.
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TEOREMA 53. Presupunem cd f~1 are stari finale si folosim notatiile d)}l

X — P*(B™), @;1 pentru functia stare finald a lui f~1 §i pentru multimea starilor
sale finale. Avem

Vr € X, ¢;1(ac) ={u(oo = 0)lue U,z € f(u)},

b ={u(oco - 0)Ju € U}.

TEOREMA 54. Dacd g : V. — P*(S™),V € P*(S™)) ¢ un sistem si f C g,
atunci au loc f~1 C g=% si (f*)7' C (¢*)7L.

DEMONSTRATIE. Cu notatiile X = | f(u), Y = U g(u) avem:
uelU u€eV

fCcg= UcCVsiVuel,f(u) Cglu) =

= (X CYsiVueUVre X,z € flu) =z € g(u) <

= (XCYsiVzee X,VueUzxe€ flu) =z € g(u) <
= (XCYsiVee X,VuelUuc flz)=ucg )=
= (XCYsiVee X, fH(z)cglx) = fltcg

Pe de altd parte, f C g implicd f* C g* (din Teorema 49) si tinand cont de punctul
precedent obtinem (f*)~! C (g*)~'. O

1

TEOREMA 55. (f~1)* = (f*)~L.
DEMONSTRATIE. Suportul lui (f~1)* e X* si suportul lui (f*)~! e
U fw = {@Bue Uz e f@)} = {@Fuec Uz € f(u)} = X",
ueU*

deci suporturile celor dou& sisteme coincid. Pentru toti x € X* obtinem c&
(f @) ={ulue @)} ={alueUTec f(u)} = {uucUze f(a)} =
= {ulu e Uz € f*(u)} = {ulue (f)" (@)} = (f) " (2).

8. Produsul cartezian

_ TEOREMA 56. Sd consideram pseudo-sistemele f :~§(m) — P(g("i), f
Sm') — P(S(M)Y) i sa definim pseudo-sistemul f x f : Stmtm’) . pr(§ntn')y
prin

Vu x u' € ST (f 5 ) (ux ') = flu) x f (o).
Atunci cand U, U’ sunt multimile suport ale lui f, f’, multimea U x U’ e suportul
lui f x f'. Dacd f, ' sunt sisteme, avem cd f x f' e sistem.

DEMONSTRATIE. Evident, U x U’ e multimea suport a lui f x f’. Presupunem
cd f, f/ sunt sisteme. Deducem cd U # 0,U’ # 0 ceea ce dd U x U’ # (. Mai
mult, U ¢ S0, 77 ¢ St implica U x U’ ¢ S x §m) = glm+m’) g vy e
U, f(u) € 8™ v/ e U, f' (') € ™) implics Yu x o' € U x U', f(u) x f'(u') C
S % §() — g(ntn") Agadar, f x f' e un sistem. O
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DEFINITIE 42. Considerdam sistemele f : U — P*(S™), f': U — P*(S™)),
unde U € P*(8') 5i U’ € P*(8")). Produsul cartezian a lui f cu f' e
sistemul f % f': U x U — P*(S™+1)) definit in felul urmdtor

Vuxu' € UxU', (fx fuxu)=flu)x f(u).

OBSERVATIE 25. Produsul cartezian a doud sisteme e sistemul care le reprezintd
pe [ gi f' actiondnd independent unul de celdlalt. El modeleazd doud circuite care
nu sunt interconectate.

Fie f: U — P*(SM), ' : U — P*(S0)), f" : U" — P*(8™") trei sisteme,
unde U € P*(S™),U" € P*(S™)) g U" e P*(S™"). Asociativitatea legii "<’
poate fi ganditd prin identificarea sistemelor (f x f') x f" si f x (f' x f"); oricare
dintre ele e notat cu f x f' x . Multimea suport a lui f x f' x f" e notatd prin
Ux U xU" e P*(Stmtm'+m™)) " domeniul de valori e P*(S™+7'+1")) intrarile
sale sunt notate prin u x u' x u” € U x U’ x U" si stdrile sale sunt notate prin
zxa' xz"e(fxfxf)(uxu xu").

TEOREMA 57. Sistemele f si f' au stdri initiale fard curse (stare initiald con-

stantd) dacd §i numai dacd f X f' are stdri initiale fara curse (stare initiald con-
stantd).

DEMONSTRATIE. De exemplu, conjunctia afirmatiilor
Ju € B",Vu € U,Vx € f(u), Tty € R,Vt < to,x(t) = ,
3 e B Wi €U V' € f'(u'),ﬂtz) eR,Vt < tz),ac'(t) =u
implicd
I, ) € B" x B Yuxu e UxU' Vexa' €(fxf)uxu),
3tg € R,VE < tg, (x(t), 2/ (1)) = (u, 1),
unde putem lua de fiecare data t, = min{to, t}}.

Celelelate implicatii sunt evidente in acest moment. O

TEOREMA 58. Sistemele [ si f' au stdri finale (stari finale fard curse, stare
finald constantd) daca i numai dacd f x f' are stari finale (stari finale fard curse,
stare finald constantd).

TEOREMA 59. Fie sistemele f, f'. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
a) f si f' au timp initial margingt (timp initial fiz);
b) f x f are timp initial mdrginit (timp initial fiz).

DEMONSTRATIE. De exemplu, conjunctia afirmatiilor
Jtg € R,Vu € U,V € f(u),Ip € BVt < to, x(t) = u,
e RV € U \Va! € f/(u), 3 € BY Vit <t} x'(t) = 1
e echivalents cu afirmatia
, e RVuxu €U xU' Voexa' € (fxf)uxu),
I, 1) € B x BVt < o, (2(t), 2 (1) = (. ).
O

TEOREMA 60. Sistemele f si f' au timp final mdarginit (timp final fix) dacd gi
numai dacd f x f' are timp final mdarginit (timp final fix).
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TEOREMA 61. Se dau sistemele f si f' ca mai inainte. Notdm prin ¢, ¢y
functiile lor stare initiald si prin (¢ x ¢')g : U x U — P*(B"™) functia stare
initiald a lui f x f'. Notam de asemenea cu O, @(,) multimile starilor initiale ale
i f si f' si fie (O x ©)g multimea starilor initiale a lui f X f'. Avem

Vuxu' €U x U (¢ x ¢ )o(uxu)=dy(u) x ¢p(u),
(© % ©)g = Oy x Oy
DEMONSTRATIE. Obtinem: Yu x v’ € U x U,
(6 x ¢"o(u x u') = {(z(—00 +0),2' (-0 + 0))|z x 2" € (f X f)(uxu)} =
={(@(-00+0),2' (-0 + 0))|z x 2’ € f(u u')} =
= {(z(-00 +0),2'(-00 +0))|z € f(u),2’ €f )=
= {a(-00+0)|z € f(u)} x {2'(=00 +0)[z" € f'(u')} = do(u) x dp(u'),
©x0="J @xdxu)=|J @ xs@)=

uxu' eUxU’ uxu' eUxU’

’

= Jdo(w) x| h(’) =05 x ),
uelU u' €U’

0

TEOREMA 62. Dacd f,f" au stdri finale, notdm prin ¢f,¢'f functiile lor stare
finald si prin (¢ x ¢')p : U x U — P*(B"") functia stare finald a Wi f x f'.
Notam prin O, @} multimile starilor finale a lui f si f si prin (© x ©') 5 multimea
starilor finale a lui f x f'. Avem

Vuxu e Ux U, (¢x¢)p(uxu)=dp(u) x ¢pu),
(O@x0);=0;x0).
TEOREMA 63. Fie sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(SM), . U —

P*(S™)), ¢ - V' — P*(S™)) cu U,V € P*(S™) 5i U, V' € P*(S™)). Avem
cd f Cggif Cg dacd si numai dacd f X f' Cgxg'.

DEMONSTRATIE. Au loc urméitoarele echivalente:
fcgsifcyd
< (UCVsiVuel, f(u) Cg(u))si(U cCV' sivu eU, f'(u)cCdg@W))
S UCVsiU CV siVuxu eUxU', f(u) Cgu)si f'(u) C g (u)
S UxU CVxV'isiVuxu eUxU, f(u) x f'(u) Cglu) x g'(u)
S UXxU CVxV isiVuxu eUxU,(fx fuxu)C(gxg)(uxu)

— fxflcgxd.

TEOREMA 64. Pentru orice sisteme f, f' avem (f x f')* = f* x f™*.
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DEMONSTRATIE. Mai intai de toate observim c& (U x U')* = U* x U’*. In
continuare, pentru toti u x v’ € (U x U’)*, putem scrie
(f x [ (uxu')={z x|z xa" € (fx f)uxu)} =
={Txd|zxa e(fxfHuxu)y={Fx2|xxa’ € f@) x f(v)} =
={T x|z e fu),y € f (W)} ={T x 2|7 € f*(u), 2’ € f*(u) } =
={z x|z e f(u),z € f*(u)} ={x x2'|v x 2" € f*(u) x f*()} =
={z x|z xaz € (f*x ) uxu)}=(f xf*)(uxu).

TEOREMA 65. Fie f gi f'. Avem (f x f)~™1 = f=t x f'=L.

DEMONSTRATIE. Notdm cu W, W' suporturile lui (f x f/)~!, f~1 x f/~1. Avem

W = U (f x fY(uxu)= U flu) x f'(u') =

uxu' eUxU’ uxu' eUxU’

= U rwx | rw)=

= w ey’
Deci pentru orice x x ' € W, putem scrie
(fx )y Nexa) = {uxduxu eUxU,zxa’ € (fxf)uxu)}
= {uxd|uxu eUxU zxa € flu)x f'(u)}
= {uxd|ueUnn eU' x € flu),z € f(u)}
= {uxufue f(x),u € f7H(a)}
= {uxv|uxu € f(z)x f ()}
= {uxd|uxu € (f x fmH(xxa)}

= (fTIx T xa).

9. Legarea in paralel

TEOREMA 66. Se dau pseudo-sistemele f : Sim) P(g(")),f{ . Sm)
P(S™)) si definim (f, f]) : S — P(SM*+1)) prin

Vu e SO (f, f)(u) = (f % f{)(u x u).
Daca U, U7 sunt multimile suport ale lui f, f1 atunci suportul lui (f, f]) este UNUj.
Dacd f, f1 sunt sisteme gi satisfac U N U] # 0, atunci (f, f1) este sistem.

DEMONSTRATIE. Multimea U N U e in mod evident suportul lui (f, f1). S&
presupunem c f si f] sunt sisteme si ci U NUj # . Din U ¢ St U] ¢ §t™)
deducem U N U, ¢ S si, in plus Yu € U, f(u) € 8™, Yu € U}, fi(u) € S™)
implicd Yu € U N UYL, f(u) x fi(u) € S0 x §0) = gln+n) O

DEFINITIE 43. Consideram sistemele f : U — P*(S™), fI : Ul — P*(S(” ),
U, U € P*(S"™) cu UNU, # 0. Sistemul (f, f}) : UNU; — P*(SM+1)) definit
de
Vu € UNUL, (f, fi)(u) = (f x fi)(ux u)

se numegte legarea in paralel a sistemelor f si f.
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OBSERVATIE 26. Legarea in paralel a doud sisteme f gi fi e sistemul care reprez-
intd pe f, fi actiondnd independent unul de celdlalt sub aceeasi intrare. Studiul
legarii in paralel a sistemelor se face in termeni foarte asemandtori cu studiul pro-
dusului cartezian al sistemelor din sectiunea precedentd.

Presupunem cd f : U — P*(S™), f1 : U] — P*(S™)), f : U/ — P*(S™")
sunt trei sisteme unde U, U}, Uy € P*(S™). Atunci cand U N U, NUY # 0,
obignuim sd identiﬁcdm ((f, fD 1) euw (f,(f1, f1) si sd notam pe oricare din-
tre ele cu (f, fi, f1). Multimea suport a lui (f, fl, N eUNUNUY € P*(SM),
domeniul de valori e P*(S™t7'+7)) “intrarile sunt w € UNU MUY i starile sunt
xxx xaz" e (f, f1, [{)(u). Aceasta e asociativitatea legii de legare in paralel a
sistemelor.

10. Legarea in serie

TEOREMA 67. Se dau pseudo-sistemele f : S(™ — P(:S’v(”)) cu suportul U C

Sm) gi b2 S — P(S®)) cu suportul X ¢ S™. Cerem ca |J f(u) C X sd aibe
uelU

loc gi definim pseudo-sistemul ho f : S(m) P(:S’v(p)) in felul urmdator:
Yu e St ( = U n=

z€ f(u)

Avem cd multimea suport a lui ho f e U. Dacd f,h sunt sisteme, atunci ho f e
sistem.

DEMONSTRATIE. Multimea U e in mod evident suportul lui ho f. Presupunem
ci f, h sunt sisteme, deci U # (. Avem U C S si

Vu € U, ( = | n@) c ) cs®

z€ f(u) reX

agadar h o f e un sistem. O

DEFINITIE 44. Considerdm sistemele f : U — P*(S(”)), U e P*(S(m)) gt

. h:
X — P*(S®), X € P*(S™) i presupunem cd are loc incluziunea |J f(u) C X.
uelU
Sistemul ho f : U — P*(S®)) definit de

VueU,(hof)u)= | hx)

e numit legarea in serie a sistemelor h i f.

OBSERVATIE 27. Sistemul h o f coincide cu compunerea lui h si f, gdndite

ca relatii. In situatio cand |J f(u) C X, interpretdm pe ho f ca fiind actiunea
uelU

secventiald a lui f si h: f actioneazd primul si h al doilea, starile lui f fiind
intrarile lui h. In concluzie, starile posibile ale lui f devin intrari posibile ale lui
h, reprezentdnd o anumitd pierdere de precizie care apare in modelarea circuitelor
mari.

Sa consideram sistemele f,h sik : Z — P*(SD),Z € P*(S®) asa incdt sa
avem | f(u) C X gt | h(x) C Z. Asociativitatea legarii in serie a lui k,h gi f

uclU reX
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constd in a observa cd

VueU ((koh)ofw) = |J kom@) = |J U k) =

zef(u)yeh(z)

z€f(u)
= U rw= | kw=Fo(of)(u).
ye U h(=) y€(hof)(u)

xze f(u)
Pe de altd parte, dacd 1y : U — S™) e injectia canonicd §i 1gmy @ S™ — S ¢
identitatea, se vede cd

VueU, (foly)w) = |J f)=f(u),

v=1y (u)

Vu € U, (Lo o f)(w) = | Lson (@) = f(u).
T€f(u)
Mentiondm si o versiune a Definitiei 44 pe care am folosit-o in lucrdri ante-
rioare: in loc de |J f(u) C X cerem ca |J f(u)NX # 0 sd aibe loc si ho f : W —
uclU uelU
P*(S™) e definit prin
W ={ulu €U, f(u) N X # 0},

VueW,(hof)w) = |J h().
z€ f(u)NX

TEOREMA 68. Fie sistemele f,h asa incat |J f(u) C X. Dacd h are o stare
uelU

initiald constantd, atunci h o f are o stare initiald constantd de asemenea.

DEMONSTRATIE. Din
Jv e BP, Vo € X,Vy € h(x),3ty € R,Vt < to,y(t) =v

deducem

Jv e BP,Va € | J f(u),Vy € h(z), 3o € R,V < to,y(t) = v,
uelU

v e BP,Vu € U,Vz € f(u),Vy € h(z),Ito € R, ¥Vt < to, y(t)

e B, Vue UVy € (ho f)(u), Ity € R,Vt < to,y(t) =v.

=v,
(]

TEOREMA 69. Dacd h are stari finale (stare finald constantd) gi sistemul ho f

e definit, atunci ho f are stari finale (stare finald constantd).

TEOREMA 70. Fie sistemele f si h cu |J f(u) C X. Atunci cand h are timp
uclU

imniatial fix, ho f are timp initial fix si el.

DEMONSTRATIE. Din
Jtg € R, Vo € X,Vy € h(z),Iv € BP,Vt < tg,y(t) =v

obtinem
Jto € R,Vx € U f(u),Yy € h(x),3v € BP Vt < to,y(t) = v,
uelU
Jto € R,Vu € U,Vz € f(u),Vy € h(z), v € BP Vt < g, y(t) = v,
Jto € R,Vu e U,Vy € (ho f)(u), v € BP,Vt < to,y(t) = v.
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O

TEOREMA 71. Dacd h are timp final fix si |J f(u) C X, atunci ho f are timp

uelU
final fiz.

TEOREMA 72. Consideram sistemele f i h avdand proprietatea cd ho f existd.
Notam cu 1y, 60 st Ao functiile stare initiald a lui hyh o f si multimea de stari
initiale a lut ho f. Urmatoarele formule sunt adevdrate:

Vu € U, bo(u) = U no(),

zef(u)
Ag = U U Mo (x
ueU z€ f(u)

DEMONSTRATIE. Avem

Vu € U, 6p(u) = {y(—oco +0)|y € (ho f)(u)} = {y(—oo+0)]y € U h(z)} =

z€f(u)
U {y(—o+0)lyeh@)} = [J nolx)
z€ f(u) z€f(u)
Concluziondm ca
Ao=Joow =) U mla
uelU ueU z€ f(u)

O

TEOREMA 73. Fie sistemele f gi h asa incit ho f existd. Presupunem cd h are
stari finale si folosim notatiile ng, 6¢ i Ay pentru functiile stare finald a lui h, ho f
$i respectiv pentru multimea starilor finale a lui h o f. Sunt adevdrate urmdatoarele
formule:

Vue U, é¢(u) = U ne(w),

x& f(u)
Ay = U U ﬂf(x)
ueU z€ f(u)

TEOREMA 74. Sd considerdm sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(S™),
UV € P*(S™) sih: X — P*(S®), by : X; — P*(S®), X, X; € P*(S™).
Avem:

a) dacd |J g(u) C X gi f Cg atunci |J f(u) C X gihof Chog;

ueV uelU
b) daca |J f(u) C X si h Chy atunci |J f(u) C Xy sihof Chyof.
uelU uelU

DEMONSTRATIE. a) Ipoteza |J g(u) C X, U C VsiVu e U, f(u) C g(u) aratd

ueV
UrwcJgw c |Jgw cx
uelU uelU ueV
si avem
Yu e U, ( = | n@)c | i) = (hog)(u).

z€ f(u) z€g(u)
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b) Ipoteza afirmi cad |J f(u) C X, X C Xj si Vo € X, h(z) C hy(z), de unde

uelU
U fw) c X c xy,
uelU
Vue U, — U e U ml) = o N,
z€f(u) z€ f(u)

0

TEOREMA 75. Fie sistemele f gih cu |J f(u) C X. Avem cd (ho f)* gi h*o f*
uclU
existd gi (ho f)* = h*o f*.

DEMONSTRATIE. Conditia de existentd a sistemului (ho f)* coincide cu conditia
de existentd a sistemului ho f si e indeplinitd. Conditia de existenta a lui h*o f* se
obtine trecand in incluziunea |J f(u) C X la complementarele tuturor functiilor:

uelU

U rw=Ur@=wr=Jfwcx~
ueU* uclU uclU uclU

Sistemele (h o f)* si h* o f* au ambele domeniul de definitie U*, deci pentru orice
u € U* putem scrie ci:

(ho f)*(u) = ((hof) (U n@y = J (@) =

z€ f(u) z€ f(u)

=yUnw U o *)(w).

O

TEOREMA 76. Pentru orice sistem f, sistemele f~'o f si fo f~1 au multimile

suport U gi X = | f(u) gi au loc urmdatoarele afirmatii:
uelU

Yu e U, (f~Lo fu) ={u|u €U, flu)n f(u') # 0},
Ve e X, (fof )z) ={a'l' € X, f ()N f' (') # 0}

DEMONSTRATIE. Deoarece |J f(u) = X, existd f~!o f si are domeniul U.

uelU
Avem
VueU (fofw= |J @)= |J WheUazefu)}=
z€f(u) z€f(u)
={W[ € U3z e f(u) N f(u)} ={u'l €U, f(u') N f(u) # 0}
iar afirmatia cealaltd se demonstreazd in mod similar. O

TEOREMA 77. Fie f : U — P*(S™),U € P*(S™) sih : X — P*(S( )),
X € P*(8™), asa incdt conditia |J f(u) = X sd fie satisfacutd. Avem (ho f)™!

uelU
flton L.
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DEMONSTRATIE. Notdm Y = |J h(z). Din aceea cd |J f(u) = X deducem
zeX uelU
existenta lui h o f, asadar (ho f)~' : Y — P*(S(™) existd i din (J h~'(y) = X
yey
deducem ci f~' oh™': Y — P*(S(™) existd. Se poate scrie ci:

Wy € Y. (hof) " (y) = {ulu € Uy € (hof)(u)} = {ulu € U,3z,z € f(u),y € h(x)} =
—fulueUdrec i ue @y = |J @ ="on ).

zeh=1(y)
O

TEOREMA T78. C’onsidemm sistemele f : U — P*(S™), U € P*(S! ) f’
U — P*(8")), U e P*(S N, h:X — P(SP), X € P*(S™) ¢i ' : X' —

P*(8@)), X' e P*(8")). Atunci cand |J fu) ¢ X si | f'(v/) C X’ sunt
u€lU w ey’
adevdrate, urmdtoarea formuld

(hx h)o (f x f) = (hof)x(h'of)

e de asemenea adevdratd.

DEMONSTRATIE. Tinem cont c&
U xuxd)y=[J  fxf@)=]fwx J F@)cXxx’
uxu' €UXU’ uxu' €UXU’ uelU u' €U’
si obtinem existenta sistemului (h x k') o (f x f’). Dar sistemele ho f ¢i h' o f
existd si ele conform ipotezei, de unde avem existenta lui (ho f) x (b’ o f'). Putem
scrie ca
Vuxu' € UxU, ((hxh)o(fxf)) uxu)= U (hx W)(xx2') =
xz' €(fXf)(uxu’)
= U  r@xwe)= | wz)x |J W)=
Xz’ € f(u)X f'(u’) zE€f(u) ' ef(u’)
= (ho f)(u) x (W o f')(u) = ((ho f) x (W o f)(uxu).
O
TEOREMA 79. Fie sistemele f : U — P*(S™), U € P*(S'™), i : U] —
P8y, U € P*(SU™), h: X — P*(S®W), X € P*(S™), W : X' — P*(8®)),
X' e P(S™). Sa presupunem ci UNU; # O gi cd incluziunile urmdatoare

U fwcX, U £ cX auloc In aceste conditii avem
weUNU] welUNU]

(hx h)o(f, f1) = (ho f,h o f).

DEMONSTRATIE. Sistemul (f, f{) e definit si are suportul U N Uj. Sistemul
(hx h')o(f,f1) e definit si el deoarece

U ¢Hw= U rwxfw= J fwx |J fiwc

ueUNU] ueUNU{ ueUNU{ ueUNU{
c Jfwx | A cxxx
uelU uelUj

Sistemele ho f si b’ o f] sunt definite conform ipotezei avand suporturile U si U7,
deci sistemul (ho f,h' o f]) existd i el cu suportul U N U7 etc. O
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11. Complementul, problema deschisa

DEFINITIE 45. Fie f : U — P*(S™),U € P*(S"™). Sistemul Cf : W —
P*(S™) definit de

W= {ulu e U, f(u) # 5™} U (S \ V),

()
u e W,Cf(u) = { o ,(Z)QUUG .

unde W # (), e numit complementul lui f.

OBSERVATIE 28. Intuitiv, dacd x € f(u) sunt stdrile care modeleazd un circuit,
atunci x € C'f(u) sunt starile care nu modeleazd respectivul circuit.

Deoarece atdt naturaletea cat gi utilitatea complementului C'f nu ne sunt evi-
dente in acest moment, il lasam ca problemd deschisd.

12. Intersectia

TEOREMA 80. Sd considerdm pseudo-sistemele fi9: Sm) P(g(")) pentru
care definim pseudo-sistemul f N g : S™) — P(S™) prin

Yu € S, (f N g)(u) = f(u) N g(u).
Notam cu U iV suporturile lui f i g. Avem cd suportul lui f N g este
(12.1) W ={ulueUNV,f(u)Ng(u) #0}.
Dacd f gi g sunt sisteme gi Ju € UNV, f(u) Ng(u) # 0, atunci f N g este sistem.

DEMONSTRATIE. Presupunem ci f, g sunt sisteme si W # (. Din W C U C
St g vu € W, (fNg)(u) = flu) Nglu) C flu) € S deducem ci fNg e
sistem. 0

DEFINITIE 46. Fie sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(S™) cu U,V €
P*(S™). Daca 3u € UNV, f(u)Ng(u) # 0, sistemul fNg: W — P*(S™) definit
de

Vu e W, (fNg)(u) = f(u) Ng(u),
unde W e cel din (12.1), se numeste intersectia lui f si g.

OBSERVATIE 29. Intersectia pseudo-sistemelor reprezintd cdstigul de informatie
(de precizie) in modelarea unui circuit care decurge din utilizarea simultand a doud
modele (compatibile!).

In situatia particulard cand sistemul g e functia constantd: g : S — P*(S™),
Vu € S g(u) = X, unde X C S™) e un spatiu de functii, sistemul fNX : W —
P*(S™) e dat de

W ={ulueU, f(u)NX #0},
Yue W, (fNnX)(u) = flu)NX.

Interpretam pe f N X in felul urmdtor: cind f modeleazd un circuit, f N X reprez-
intd acel cdstig de informatie care decurge din afirmarea unei cerinte suplimetare
independente de u.
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ExXEMPLU 21. Ddm cdteva posibilitdti de a alege in intersectia f N g, pe g
constant (egal cu X ):

a) valoarea initiald a starilor e vectorul nul;

b) coordonatele starii x1, ..., x, sunt monotone;

¢) la fiecare moment de timp, cel putin o functie coordonatd sd fie 1:

X ={zjz e S™ z1(t)U... Uz,(t) = 1};
d) starii i se permite sa comute cu cel mult o coordonatd o datd:
X = {z]z e S™ vt x(t — 0) # z(t) = i € {1,...,n}, Da;(t) = 1};
e) X reprezintd o eroare ‘stuck at 1’:
Jie{1,...,n}, X = {z|z € S, z;(t) = 1}.

Aceastd ultimd alegere a lui X e interesantd in proiectarea sistemelor pentru testa-
bilitate, respectiv in proiectarea sistemelor redundante.

TEOREMA 81. Fie sistemele f : U — P*(S™) sig:V — P*(S™), U,V €
P*(S™). Dacd Ju € UNV, f(u) Ng(u) # 0 si f are stari initiale fard curse
(stare initiald constantd), atunci f N g are stari initiale fard curse (stare initiald
constantad,).

DEMONSTRATIE. fNg C f si afirmatia teoremei e o consecintd a Teoremei
35. O

TEOREMA 82. Dacd f are stari finale (stari finale fard curse, stare finald con-
stantd) si f N g existd, atunci f N g are stari finale (stari finale fard curse, stare
finald constanta).

TEOREMA 83. Dacd f are timp initial marginit (timp initial fix) gi intersectia
fNyg exista, atunci f N g are timp initial mdrginit (timp initial fiz).

DEMONSTRATIE. fNg C f si rezultatele decurg din Teorema 37. O

TEOREMA 84. Dacd f are timp final mdrginit (timp final fix) si existd fNg,
atunci f N g are timp final mdrginit (timp final fiz).

TEOREMA 85. Fie sistemele f,g. Avem (¢ N~)g: W — P*(B"),

Vu € W, (¢ Ny)o(u) = ¢o(u) Nyo(u),

©nT)o=J (¢n7o(u).

ueWw

Am presupus cd domeniul de definitie W al lui f N g e nevid i am notat cu
D05 Y0, (¢ N ¥)o functiile stare initiald o lui f,g,f N g gi cu (© NT)g multimea
starilor initiale a lui f N g.

DEMONSTRATIE. Putem scrie cd Yu € W,
(@ N7)o(w) ={z(—oc+0)|z € (fNg)(u)} = {z(-cc+0)|z € f(u) Ng(u)} =
={x(—oco+0)|z € f(u)} N{x(—oco+0)|z € g(u)} = ¢y(u) Nyy(u).
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TEOREMA 86. Dacd f,g au stari finale, atunci avem (¢ Nvy)y: W — P*(B"),
Vu e W, (¢N7y)p(u) = ¢p(u) Nyy(u),
©nT); = (@6ny)sw.

uceW
Am presupus cd W # () si notatiile sunt evidente si similare cu acelea din teorema
precedentd.
TEOREMA 87. Fie sistemele f : U — P*(S™), fi : Uy — P*(S™), g: V —
P*(S™) cu U, UL,V € P*(S™). Dacd f C fi i dacd f N g existd, atunci f Ng
existd gi are loc incluziunea fNg C f1Ng.

DEMONSTRATIE. Notdm cu W multimea din (12.1) gi cu W; multimea
Wi = {ulu e U NV, fi(u) N g(u) # 0}.
Din faptul ca U C Uy, Vu € U, f(u) C f1(u) si W # 0, deducem W C Wy, Wy # 0 i,
mai departe, avem Yu € W, (fNg)(u) = f(u)Ng(u) C fi(uw)Ng(u) = (fing)(u). O
TEOREMA 88. Dacd existd f N g, atunci existd (f Ng)*, f*Ng* si
(fng=fng.

DEMONSTRATIE. Notdm cu W domeniul de definitie (12.1) al lui fNg. Dome-
niul de definitie al lui (f N g)* e W* si domeniul de definitie Wy al lui f* N g*
e

Wi ={ulu e U*NV*, f*(u) Ng*(u) # 0} =
={ufueUnV {zlz € f(u }ﬂ{x|x€g )} #£ 0} =
={tulu e UNV,{Z|z € f(u)} N {ZT|z € g(u)} # 0} =

={ulu e UNV,{z|z € f(u)} N{z|z € g(u)} # 0} = W*.
Mai departe, pentru orice u € W*, deducem
(fNg)*(w) ={zlz e (fNg)W)} = {Zlz € fw) Ngu)} =
= {7z € f@}N{Zlx € (@)} = f*(u) N g™ (u) = (f N g")(u).

TEOREMA 89. Fie sistemele f : U — P*(S(™), g : V. — P*(S™), U,V
P*(SU™). Dacd Ju € U NV, f(u) Ng(u) # 0, atunci existd sistemele (f N g)~7,
f'Ng™' a cdror multime suport comund e

x= | (fngw).

ueinVv

(]
S
1

Mai departe, avem
(fng~t=f"ng™"

DEMONSTRATIE. In mod evident X e multimea suport a lui (f N g)~!. Putem
scrie

X= |J (fwngw)={zBueUnV,ze fu) Ng(u)} =

ueUnv
={z|z € U flv)n Ug(v),ﬂu ceUnViue f Y (z)siueg(z)} =
vel veV

= {zlz e |J @ n [Jo@), f @) ng™ (@) # 0}

velU veV
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Asadar X e suportul lui f~' N g~! de asemenea. Obtinem Vz € X ci
(fng) @) ={ulueUnVize (fng)(w} ={uucUnV,ze flu)Nng(u)} =

={ulueUnV,z e f(u }O{u|u€UﬂVx€g )} =
={ulue Uz e flwyn{uueV,zegu}=f"()ng ' (z) = (" ng "))
O

TEOREMA 90. Fie sistemele f : U — P*(S™), g : V. — P*(SM), U,V €
P*(St™)Y gi f' U — P*(S™)), U" € P*(S"™)). Dacd Iu € UNV, f(u)Ng(u) # 0,
atunci sunt definite sistemele (fNg) x f',(f x fYN(gx f') care au aceeagi multime
suport W x U’ unde am pus

W ={ulueUNV, fu)Ng(u) # 0}
Avem egalitatea
(frg) x fr=(fxf)n(gxf).
DEMONSTRATIE. Ardtidm cd W x U’, multimea suport a lui (f Ng) x f/, e si
multimea suport a lui (f x f')N(g x f'):

{uxd|uxu € (UxUYNV xU),(fx fYuxu)n(gx f)uxu)#0}=
={uxu|uxu e UNV)xU,(f(u) x f'(u))N(g(u )><f( ) # 0} =
={uxv|ueUnNV,w el flu)yng(u) #0si f'(u)#0} =
={uxvue W elU'} = WXU’

In continuare, pentru orice u x v’ € W x U’, se obtine
(fg) x f)luxu)=(fNng)(u) x f'(u) = (f(u) Ng(u)) x f'(u) =
= (f(w) x f'(u)) N (g(w) x f'(u)) = (f x f)luxu)N(gx f)(uxu)=
= ((f x f)N(gx f)(uxu).
O

TEOREMA 91. Consideram sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(S™),
fi U} — P*(S™), cu U, V,Uj € P*(8™). Presupunem ca Ju € UNV NU], asa
incat f(u) Ng(u) # 0. Atunct mulimea

W' ={ulue UNV NU], f(u)Ng(u) # 0}
e suportul nevid al sistemelor (f N g, f1), (f,f1) N (g, f1) §i urmdtoarea egalitate
(fmg7f£) = (f?fl) N (g7fl)
e adevdratd.

DEMONSTRATIE. Multimea W’ e suportul lui (f N g, f1) si stim despre ea ci e
si suportul lui (£, f1) N (g, f1). Not&m prin

W" ={ulu e (UNU) NV N, (f, f1) (@) N (g, f)(u) # 0}
multimea suport a lui (f, f{) N (g, f1), pentru care avem
W ={ulu e UNV AU, (f(u) x fi(w) N (g(u) x fi(u)) # 0} =
={ulu e UNV AU, (f(u) Ng(u) x fi(u) # 0} =
={ulue UNVNU], f(u) Ng(u) #0}.
Asadar W = W’. Pentru orice u € W' se vede ci

(f g, f1)(w) = ((f Ng) x f)(uxu) = (f Ng)(u) x fi(u) = (f(u) Ng(u) x fi(u) =
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= (f(w) x fi(u) N (g(w) x fi(w)) = ((f x f1)(wxu)N((gx fi)(uxu)=
= (£, W) 0 (g, f)(w) = ((f, f1) O (9, f)) (W)
O

OBSERVATIE 30. Un rezultat similar cu acela al Teoremei 90 afirmd adevdrul
formulei

fx(f'ng)y=(xf)n(fxg)
si atunci, din Teorema 90, obtinem urmatorul rezultat
(fng) x(f'ng) = xfHnfxg)nlgxf)n(gxg).
Ca in Teorema 91, putem demonstra cd
(f. finvg) = (f. f) N (f, 91)

e adevdratd gt atunci, din Teorema 91, se obtine

(f g, fing) = (£ )N (f,91) 0 (g, f1) N (9, 90)-
TEOREMA 92. Se dau sistemele f : U — P*(S(™), g : V — P*(S™), U,V €
P*(S™) gi h: X — P*(S®), hy : X1 — P*(SW), X, X; € P*(S™).
a) Daca |J f(u) Cc X, U g(u) C X gi multimea
uelU ueV

W = {ulu € UNV, f(u) N g(u) £ 0}
e nevidd, atunci existd sistemele ho (fNg), (ho f)N(hog) si avem
ho(fng) C(hof)n(hog).

b) Cerem ca urmdatoarea incluziune |J f(u) C {z|r € XNXy, h(z)Nhi(x) # 0}
uelU
sd fie adevaratd. Atunci sunt definite sistemele (h N hy) o f, (ho f)N(hyo f) i

mcluziunea
(hﬁhl)ofc (hof)ﬂ(hlof)

e adevdratd.

DEMONSTRATIE. a) Vom folosi in cele ce urmeazi faptul ci Vu € U NV, avem
U wxyc U n@), |J hr@c |J @),
z€f(u)Ng(u) zEf(u) z€f(u)Ng(u) z€g(u)
(in partea stangd a incluziunilor putem avea (), de unde
U h(z) C U h(z) N U h(x).
z€f(u)Ng(u) z€f(u) z€g(u)

Ardtdm existenta lui ho (fNg):

U ¢naw = U (fwngw) c |J (fw) Ugw) =

uew uew ueWw
= U rwu Ygwc U rwu Jgw c X
ueW ueW welU weV

Ardtdm existenta lui (ho f)N(hog) si s notdm cu W' suportul siu. Deoarece

W=A{ulueUNV, fluyNng(u) #0} ={uluecUNYV, U h(z) # 0} C
zef(u)Ng(u)
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Cl{uueUnV, |J wa)n |J h@)#0} =
wef(u) weg(u)
={ulu e UNV, (ho f)(u)N(hog)(u) #0} =W

se vede c&d W e nevidd implicd W’ e nevidi, deci existd (ho f) N (hog).
Concluziondm cd Yu € W,

(ho(fngNw = | c Y n@n Y he) =
mEf(u)ﬂg(u) zef(u) zeg(u)
= (ho f)(w) N (hog)(u) = ((hof)n(hog))(u).
b) Deoarece

U f(u) C{zlz € X N X1, h(z)Nhi(z) #0} C X,

uelU

U f(w) ¢ {zle € X N X1, h(x) Nha(z) # 0} € X3
ueU

obtinem existenta lui ho f gi hy o f.
Vom folosi in continuare faptul cd Yu € U, din

U nh@ c | w@), | dnh)@) c | m@
z€ f(u) z€f(u) JLEf (u) z€f(u)
(in partea stangd a incluziunilor putem avea ) deducem
U enh)@ c |J hae)n | m)
zE€f(u) zE€f(u) z€ f(u)
Multimea {z|z € X N X1, h(x) Nhi(z) # 0} e nevidd si reprezintd suportul lui
h N hy, deci ipoteza a implicat existenta lui (h N hy) o f. Mai departe:

Vu € U, ((ho f)N(hio f))(w) = (ho f)u)N(hro f)w) = |J hx)n [ J h(x) >
z€ f(u) z€f(u)

D U ﬂhl )?é(b

z€f(u)

din ipotezi, ceea ce inseamni ci suportul lui (ho f)N (ko f) e U
In cele din urm4, obtinem: Yu € U,

(hnh)o )= |J (Anh)(z) C

zef(u)

c U n@n U m@) = o f)w)n(ho f)u) = ((ho f)n (ko f))(w).

zef(u) z€ f(u)
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13. Reuniunea

TEOREMA 93. Fie pseudo-sistemele f, g : Sm) P(g(”)) pentru care definim
pseudo-sistemul f U g : S(™ — P(S™) in felul urmdtor

Vu e ST, (f Ug)(u) = f(u) Ug(u).

Pentru U,V suporturile lui f,g, avem ca suportul lut f Ug e UUV. Dacd f,g sunt
sisteme, atunci f U g e sistem.

DEMONSTRATIE. Presupunem ci f, g sunt sisteme. Avem U # ) = U UV #
0; U c St si vV c S0 implics UUV € 8™ vu € U, f(u) € S™, Vv eV, g(v) C
S implick

f(u),dacaiuw e U\V
Yue UUV,(fUg)(u) = g(u),daciu e V\U c 8,
flw)Ug(u),dacau e UNV

Deci f U g e un sistem. O

DEFINITIE 47. Reuniunea sistemelor f si g e sistemul fUg : UUV — P*(S™)
definit de

f(u),dacau e U\V
YueUUV,(fUg)(u) = g(u),dacauw e V\U
flw)Ug(u),dacaue UNV

Daca UNV =0, atunci f U g se numeste reuniunea disjunctd a lui f si g.

OBSERVATIE 31. Reuniunea sistemelor e conceptul dual celui de intersectie. Ea
reprezintd pierderea de informatie (de precizie) care decurge in general din validi-
tatea unuia din doud modele. Totusi, reuniunea disjunctd nu inseamnd pierdere de
informatie.

Avem i cazul particular cdnd in reuniunea f U g sistemul g e constant, adicd
g:8M — P+(SM) vu € S, g(u) = X, cu X C S™. In aceastd situatie
fUX:8m — p*(SM) ¢ definitd prin

X, daciu € ST\ U

Yu € S(m),(fUX)(u) = { fw)U X, dacauwe U

Interpretarea lui f U X este: cand f e modelul unui circuit asincron, X reprezintd
perturbatii independente de u.

EXEMPLU 22. Fie sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S™). Daci 6y =
{pt, ..., u*} € B", atunci fo : Up — P*(S(n)),...,fuk Uy — P*(8™) sunt
restrictiile lui f la valorile initiale ale starilor p', ..., u* (vezi Evemplul 20). Avem

f=Ffu Ul fu

EXEMPLU 23. In reuniunea fUg presupunem ca UNV # 0 si cd f, g modeleazd
doud circuite diferite, primul considerat ‘bun, fard erori’ si cel de-al doilea ‘rdu, cu
erori’ (sau rau, cu o anumitd eroare’). Problema de testare constd in gdsirea
unet intrdari w € U NV aga incat f(u) Ng(u) = 0; dupd aplicarea sa lui f U g i
mdsurarea starii x € (f U g)(u), putem spune dacd x € f(u) gi circuitul testat e
bun’ sau poate x € g(u) §i circuitul testat e 'rdu’.
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TEOREMA 94. a) Dacd f,g au stari initiale fard curse si Yu € UNV, f(u) N

uclU ucV
are stare initiald constantd.

DEMONSTRATIE. a) Ipoteza afirmi adevirul urm#toarelor propriet#ti
Vu € U,3pu € B", Vx € f(u),Itg € R,Vt < to,z(t) = p,
Yu € V,3u € B" Vx € g(u), Ity € R, Vt < tg, 2(t) = p,
Vue UNV, f(u)Ng(u) # 0.

Dacid (U\V)U(V\U) # 0, atunci Vu € (U\ V) U (V \ U) afirmatia e adevirati
deoarece afirmi separat pentru f si g ci ele au stdri initiale fard curse. Daci
UNV # (0, atunci deducem c& p citre care converg x € f(u)Ug(u) pentruu € UNV
atunci cand t — —oo depinde doar de u, nu si de faptul ¢ x € f(u) sau x € g(u).
Avem ci

Yue UUV,3u e B",Vz € (fUg)(u),Ity € R,Vt < tg,x(t) = p

e adeviratd.

b) Deoarece |J f(u) N U g(u) # 0, in afirmatiile
uelU ueV

Ju e B",Vu e UVz € f(u),Ity € R,Vt < to,x(t) = u,
i’ € B™,Yu € V,Vx € g(u),3to € R,Vt < to,x(t) = 1/

cei doi vectori p gi p/, a cror existentdl e unic, coincid. ]

TEOREMA 95. a) Dacd f,g au stari finale, atunci fUg are stari finale.
b) Dacd f,g au stari finale fdard curse i Yu € UNV, f(u) Ng(u) # 0, atunci
fUg are stari finale fara curse.

¢) Dacd f,g au stari finale constante gi |J f(u)N U g(u) # 0, atunci fUg
uelU ueV
are stare finald constantd.

TEOREMA 96. Dacd f,g au timp initial mdrginit (timp initial fiz), atunci fUg
are timp ingtial mdarginit (timp initial fix).

DEMONSTRATIE. Presupunem ci f, g au timp initial mérginit si ieu e UUV
arbitrar. Atunci existd t(,,t, € R, depinzand de u, asa incat
Vr € f(u),3u € B",Vt < t,z(t) = p,
Vo € g(u),Ip € BVt < ty,x(t) = p

unde, dac# in una dintre afirmatiile precedente f(u) = 0 sau g(u) = 0, ) si ty pot
fi alese in mod arbitrar. Timpul ¢, = min{t}, ¢, } satisface relatia

Vo e f(u)Ug(u),Ip € BVt < tg,x(t) = .
(|

TEOREMA 97. Dacd f,g au timp final marginit (timp final fix), atunci f U g
are timp final mdrginit (timp final fiz).
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TEOREMA 98. Pentru sistemele f,g, avem (¢ U~)o: UUV — P*(B"),

@ﬂu% UEEUW\V
Vue UUV, (¢ U7)o(u) = Yo(u), ue V\U ,
Po(u) Uyp(u), ueUNV

©ul)o= J (@uo(w).

uecUUV

Am notat cu ¢g,7o, (U)o functiile stare initiald ale lui f,g, fUg gi cu (©OUT)g
multimea starilor initiale ale lui f U g.

DEMONSTRATIE. Avem trei posibilitdti pentru un v € U UV arbitrar: u €
U\V,ueV\UsiueUnYV. Daci, de exemplu, u € U \ V, atunci
(@ U)o(u) = {z(—00+0)|lz € (fUg)(u)} = {z(-00+0)lx € f(u)} = ¢g(u
O

TEOREMA 99. Presupunem cd f,g au stari finale. Avem (¢U~)f : UUV —
pP*(B"),
(w), ue U\V
)

o
\mequ,(qsuwf(u){ vy e VAU
S Uy p(w), ue UNV

©ul);= J (@uy;s(w,

ueUuVv
unde notatiile sunt evidente si similare acelora din teorema precedentd.

TEOREMA 100. Considerdm sistemele f : U — P*(S™), f; : Uy — P*(S™),
g:V — P*(8"), cu U,U,,V € P*(S"). Daca f C f1, atunci fUg C f1 Ug.

DEMONSTRATIE. Din U C U; deducem ¢ U UV C U; UV. Se aratd cd Yu €
UUV, (fUg)(u) C (f1Ug)(u) e adeviratd in toate cele trei situatii u € U\V,u € V\U
siueUNV. O

TEOREMA 101. Avem
(fugr=frug"

DEMONSTRATIE. Remarcdm c& multimile suport ale celor doud sisteme sunt
(UUV) =U*UV* Fie un v € U*UV* arbitrar. Dacid v € U* \ V*, atunci

fHuw) = (f*Ug*)(u) si faptul cd w e U\ V implicd (f Ug)(ﬂ) = f(@). Deci
(fUg)(uw) ={Zlz € (fUg)@)} = {Zlx € f@)} = [ (v) = (f* U g")(u).

Dacd u € V*\U*, situatia e similari. In acest moment presupunem cit u € U*NV*,
ceea ce dd f*(u)Ug*(u) = (f*Ug")(w), me UNV, (fUg)(@) = f(7)Ug(u) si avem

(fUg)(u) ={Tlz e (fUg)(@)} = {Zlx € f(@) Ug(m)} =
= {Zlz € f@} U {Tlz € g(@)} = [ (w) Ug™(u) = (S Ug")(u).

In toate cele trei situatii egalitatea a fost demonstrats ca fiind adevarati. O
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TEOREMA 102. Consideram sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(S™),
U,V € P*(St™). Sistemele (f Ug)~", f~1Ug~! au suporturile egale cu
X=JrwuJgw
uclU ucV
st urmdatoarea egalitate e adevdratd

(fug)t=f"tug"

“leste | (fUg)(u) si coincide cu X,
ueUuV

care e in mod evident suportul lui f=! U g~!. Pentru orice x € X avem
(fug) Hz) ={uluc UUV,z e (fUg)(w)} = {uluc U\ V,z € f(u)}U
Wulu e VAT,z € guw)}U{uluceUnV,z e flu)}U{ulueUNV,z € g(u)} =
={ulue Uz e f(u)} U{ulu e V,z € g(u)}
si, pe de altid parte,

DEMONSTRATIE. Suportul lui (fUg)

uelU ueV

“Ha)ee U g\ U flu)
ueV ueU
fHa)ug ),z e U flw)n U g(u)

uelU ueV

{ulu e U,z € f(u)}, 2 € LGJUf )\ Ug
_ {ulue V,x € g(u)},x € Ug )\Uf()
{ulu e U,z € f(u )}U{uluereg< )}xe Uf( )N U g(w)

fH @)z e U f)\ U gu)
(fTtug @) = g

ueV
Validitatea egalitatii din afirmatia teoremei se verificd in trel cazuri: z € |J f(u)\
uclU
Uglw),ze Ugw)\ U flu)size U fu)n U g(u). O
ueV ueV uelU uelU ueV

TEOREMA 103. Fie szstemele f:U— P*(S(" ), g:V — P*(S™), UV ¢
P*(Sm) i f: U — P*(S™)), U" € P*(S"™"). Suportul comun al lui (fUg) x f
st (fxfU(gx[f) este UUV)xU = (UxU)U(V xU’") si urmdtoarea egalitate

(fug) x f'=(fxfHulgxf)

e adevdratd.

DEMONSTRATIE. Pentru Yu x v/ € (U U V) x U" avem una din urmé&toarele
posibilitati:
Cazul u x v’ € (U\V)x U =({UxU)\ (VxU"),
(fUg) x f)(uxu)=(fUug)(u) x f'() = f(u) x f'() = (f x f)(uxu)=
= ((f x f)U (g x f)(uxu);

\ U) x U’ se trateazi in mod similar;
NV)xU =UxU)N(V xU),
X

u') = (fUg)(u) x f'(u) = (f(u) Ug(u) x f'(u) =
(g(u) x f'(w)) = (f x f)uxu)U(gx f)(uxu)=
= ((f x f)U(g x f))(uxd).

Cazul ux u' € (V
Cazul ux u' € (U
(
)

((fug) = f)

= (f(w) x f'(W)) U
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TEOREMA 104. Fie sistemele f : U — P*(S™), g: V — P*(S™), f : U, —
P*(8M)), cuw U, V,U, € P*(S™). Daci UNU}| # 0, VU] # 0, atunci suportul
comun al sistemelor (fUg, f1), (f, f1)U(g, f1) e UUV)NU; =(UNU;)U(VNU;)
§t avem

(ngafl) (f?fl) (g7f{)

OBSERVATIE 32. Ultimele doud teoreme au consecinte privitoare la adevdrul
formulelor

fx(fug)=xfHulfxg),
(fUg x(ffug)=(fxfHU(fxg)UlgxfHulgxg)

st al formulelor

(f, f1U91) (£, ) U(fr91),

(fUg, fiug) = (f, U (fr91) U(g, 1)U (g, 91)-

TEOREMA 105. Se dau sistemele f : U — P*(S™), g: V — P*(S™), U,V €
P*(SU) gi h: X — P*(SW), hy : X1 — P*(SW), X, X; € P*(S™).

a) Presupunem cd |J f(u)U U g(u) C X. Atunci ho (fUg), (ho f)U(hog)
uclU ucV
existd §t urmdtoarea egalitate

ho(fug)=(hof)U(hog)

e indeplinitd.

b) Daca | f(u) C X, U f(u) C X1 atunci sistemele (RUhy)of, (hof)U(hiof)
uclU uclU
existd si avem

(hUhy)o f=(hof)U(hiof)

DEMONSTRATIE. a) Cum |J (fUg)(u U flu)u U g(u) C X, deducem
ueUuUV
existenta lui ho (f Ug). Incluziunile J f(u ) C X U g(u ) C X aratd cd ho f,ho
uelU

g, (ho f)U(hog) sunt si ele definite si suportul comun al lui ho(fUg) si (ho f)U(hog)
e U U V. Urm#toarele egalitdti sunt indeplinite:

U hx),ucU\V

z€f(u)
YueUUV,(ho(fUg)w)= |J na) = wELgJ(u)h(x),ueV\U
2e(fUg)(w) U »h@)uelnV
€] (w)Ug(u)

U hlx),ueU\V
z€f(u)
U Alx),ueV\U
zeg(u)
U )y U h(z),ueUnV

z€ f(u) reg(u)

{ (ho f)(u),ucU\V
(hof)

(hog)(u),ueV\U = ((hof)U(hog))(u).
(W)U (hog)(u),ueUNV
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b) Din ipotezd |J f(u) € X U Xy, agadar (h U hy) o f existd. Pe de altd
uelU
parte ho f, hy o f, (ho f)U (hy o f) existd si ele. Suportul comun al sistemelor

(hUhy)o f,(ho f)U(hyo f)eU. Putem vedea c&
Vue U, ((hUm)o fiw) = | (hUm)(@)= (] ha)u |J m(x)=

z€f(u) z€f(u) zef(u)
= (ho f)(w) U (hro f)(u) = ((ho f)u(hiof))(u).

14. Morfisme
DEFINITIE 48. Fie sistemele f : U — P*(SM),U c 8™ 4 f' : U —
P8 U < S, Numim morfism (de sisteme) de la f la f' gi notam
(w,Q) : f — f o pereche de functii w : U — U’, Q : P*(SM) — P*(8")) ey
proprietatea cd urmdtoarea diagramd e comutativd

v L prsm)
w | 1 Q
v L prse)
OBSERVATIE 33. Eumistenta unui morfism f — f' aratd cd f' reproduce pro-
prietatile lui f. Originea cuvantului ‘morfism’ e cuvdntul grec 'morphe’ (Le Petit
Robert) cu semnificatia de ’formda’. Deci f' e o altd forma a lui f.

EXEMPLU 24. Pentru orice sistem f, urmdtoarea diagramd e comutativd:

U L prs)
Iy | I 1pe(sm)
v L prsm)

Ea defineste un morfism (1y, 1p.(gm)) : f — f numit morfismul identic. No-
talia uzuald pentru morfismul identic e 1y.

EXEMPLU 25. Definim functiile
w:U—=U*VueUuw(u) =1,
Q: P*(8™) = P*(SM),vX € P*(SM),Q(X) = X*.

Deoarece urmdatoarea diagramd
v L prs)
w 1 Q
vr L prsm)

e comutativd

Vue U, (f* ow)(u) = f(w(u)) = (@) = {T|lz € f(uw)} = Qf(u) = (2o f)(u),

deducem cd (w,Q) : f — f* e un morfism de sisteme. Remarcam cd se poate defini
un morfism f* — f intr-o manierda similard.
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EXERCITIU 1. Se dau sistemele f : S(™ — P*(S(). Cititorul poate dori sd
construiascd morfisme f — f', unde f' e unul din urmdtoarele sisteme:

a) f': S — P*(SM) vy e St f(u )— {Zlz € f(u)};

b) 8 — P*(SU)) vu € S f(u) = {a- x|z € f(u)}, cua €S si am
folosit notatia

(a-z)(t) = (a(t) - 21 (1), ..., alt) - zn(t));

¢) f: 8 — P*(SM) vy € S f(u) = {aUz|z € f(u)}, cua €S si am

notat
(aUz)(t) = (a(t) Uz (t),...,a(t) Uz, (t));

d) f: 8t — P*(SM) vy € S f'(u) = f(u)N X, unde X C S satisface
Vu € S flu)N X #0;

e) f/:8m — px(s) ) Yu € S f(u) = f(u) U X, unde X C S(;

f) fl P SmA) P*( (n ) (u17 -'-7u7mum+1) € S(m—i_l)yfl(ula -naumaum—i-l) =
Fu, oy um);

g) fl : S(m—l) - P*(S(n))7vu € S("L)7fl(u17 "'7ai7 7um) = f(uh ey Uiy 7um)
unde m > 1, i € {1,...,m}, f nu depinde de u; si am folosit notatia u; pentru a
arata faptul cd coordonata w; lipseste.

Ezistd si alte morfisme f X f' — f, fx f ' — f, (f,f)— f, (f,f) — [ pe

care cititorul e invitat sd le scrie.

TEOREMA 106. Fie sistemele f : U — P*(S™), U € P*(St™), f' : U —
P*(SM)), U e P*(S™)), f7 - U — P*(8"")), U" e P*(S™")) si morfismele
(W, Q) : f = f, (W, Q) [ — . Avem morfismul (', Q) o (w,Q) : f — f”
definit prin

(14.1) (W, ) o (w,Q) = (W ow,Q o),
unde, in partea dreaptd a lui (14.1), 0" e compunerea uzuald a functiilor.
DEMONSTRATIE. Ipoteza afirmi comutativitatea diagramelor
v L prs)
w | 1 Q
U’ f_l> P* (S(n/))
w/ l l Q/
U’ f_//> P* (S(n”))
si concluzia se referd la comutativitatea diagramei
v L prsm)
wow ] 1 Q00
U f_”> P*(S(n”))
Din ipotez& deducem urmétoarele:
Vu e U, (f" o (w' ow))(u) = ((f" ow') ow)(u) = (2 0 f') ow)(u) =
= (@ o (f ow))(u) = (o (Qo f))(u) = (' 0 Q) o f)(w).

Agadar (W ow, ¥ 0 Q): f — f” e un morfism de sisteme. O



14. MORFISME 59

DEFINITIE 49. Dacd sistemele f, f' au proprietatea de existentd a morfismelor
(W, Q) : f— f, (W, Q) : ' — [ asa incdt
(w/7Q/) © (w7Q) = 1f7
(w7Q) © (w/7Q/) = 1f’7
atunci ele se numesc izomorfe si morfismele (w,Q), (w',Q') se numesc izomor-
fisme.

OBSERVATIE 34. Sistemele f si f* sunt izomorfe. In Exercitiul 1, f e izomorf
cu sistemele f' de la a), f) i, dacd f nu depinde de u;, atunci g) dd un alt exemplu
de sistem [’ care e izomorf cu f.

Sistemele asincrone formeazd o categorie Sys: obiectele sale sunt sistemele i
morfismele sale sunt definite ca in Definitia 48. Pentru orice f € ObSys morfis-
mul unitate e 15 gi pentru orice morfisme (w,Q) : f — f, (W', Q) : f" — f",
compunerea lor e definitd ca in (14.1).

Terminam aceastd sectiune ardtind un mod de a construi morfisme de sisteme
sugerat in [21] de Moisil. Fie m : B — B"™ o functie. FEa induce functiile T :
S — 8 7. pr(S()) — P*(SM) definite in felul urmdtor:

Vi e R,z € S 7 (x)(t) = n(x(t)),
VX € P*(S™), 7(X) = {F(x)|lx € X}.

Perechile (1y,7) se numesc morfisme sub o intrare datd. Cand 7 e o bijectie,
ele devin izomorfisme.






CAPITOLUL 5

Proprietatile generale ale sistemelor

Se definesc multimi de functii asociate sistemelor, de asemenea se definesc si
se analizeazd diverse proprietdti ale sistemelor. Se dau mai multe definitii ale
neanticipativitatii si ale injectivitatii, impreund cu lungi comentarii si rezultate
legate de ele.

1. Functia stare initiala constanta. Ini tializare

DEFINITIE 50. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S™)) are functia stare
initiald constantd dacd
ke {1,..,2"}, 3t € B, ..., 3uF € B",Vu € U, ¢y(u) = {u', ..., u"}.

OBSERVATIE 35. Constanta lui ¢ inseamnd cd stim printre ce valori putem
cauta, Yu € U, wvalorile initiale ale starilor lui f. Initializarea, i.e. proprietatea
unui sistem de a avea o stare initiald (constantd) e datd de oricare din urmdtoarele
afirmatii echivalente

Ju € B",Vu € U,Vx € f(u), Tty € R,V < tg,x(t) = ,
Ju e B, Yu e U, ¢y(u) =
st reprezintd una dintre cele mai importante proprietdti ale sistemelor.

TEOREMA 107. Fie doud sisteme f,g cu proprietatea f C g.

a) Dacd cele doud functii stare initiald ¢q,7, sunt constante, atunci are loc
incluziunea de multimi ¢y C .

b) Dacd g e initializat, atunci f e initializat de asemenea $i ¢y = 7., i.e. cele

DEMONSTRATIE. a) Caz particular al Teoremei 39.
b) In incluziunea ®o C Yo, ¢o € nevidd si v, are un element, asadar are loc
egalitatea ¢y = 7. O

TEOREMA 108. Dacd f are o functie stare initiald constantd ¢, (dacd f e in-
itializat), atunci f* are o functie stare initiald constantd ¢, (atunci f* e initializat)
si ¢ = {Tiln € oo} (1 G5 = do)-

DEMONSTRATIE. Avem

¢ = {1 1"} = Vu e U {pt, . 1"} = {z(—00 + 0)|z € f(u)}
= VYuec U {ut, .., u"} = {z(—00 + 0)|z € f()}
—Vue U {u, .., ik} = {z(—c0 + 0)|z € f(a)}
= Vue U {ul, ..., 1k} = {z(—o0 + 0)|z € f*(u)} <= {ul, ..., uF} = &5
O

61
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TEOREMA 109. Dacd sistemele f : U — P*(S™), U € P*(S™) gi f': U' —
P8 U e P*(8™)) qu functiile stare initiald Bo, ¢y constante, atunci pro-
dusul lor f x f' are functia stare initiald (¢ x ¢')o constantd. Dacd f si f' sunt
mitializate, atunci f X f' e si ea initializatd.

DEMONSTRATIE. Din Teorema 61 avem (¢ x ¢')g = ¢ X ¢ produs cartezian de
multimi. Daci ¢ si ¢ au un singur element, atunci produsul lor catezian ¢, x ¢,
are un singur element. O

TEOREMA 110. Presupunem cd sistemele f : U — P*(S™) gi fl : U] —
P*(S™)), U, U} € P*(8™) satisfac UNU, # 0. Dacd ele au functiile stare initiald
constante, atunci legarea in paralel (f, f) are functia stare initiald constantd. In
particular, dacd f si f{ sunt initializate, atunci (f, f1) e initializat.

TEOREMA 111. Sistemele f si h: X — P*(S®), X € P*(S™) sunt date asa

incdt incluziunea |J f(u) C X are loc. Dacd h are functia stare initiald constantd,
uelU
atunci h o f are functia stare initiald constantd. Dacd h e initializat, atunci h o f

e initializat de asemenea.

DEMONSTRATIE. Notdm cu 7, : X — P*(BP) functia stare initiald a lui h si
cu 8y : U — P*(BP) functia stare initiald a lui h o f. Ipoteza afirmi existenta lui
ke{l,..,2°P}siv!, ... ,vF € BP, asa incat

Ve € X,ng(z) = {y(—oco +0)|y € h(z)} = !, ...,Vk},

de unde deducem, tindnd cont de Teorema 72, c&

Yu € U, bo(u) = U no(z) = {v', ..., vF}.
zef(u)

Rezult# in acest moment a doua afirmatie. Insi acest rezultat a fost deja demonstrat
in Teorema 68. (]

TEOREMA 112. Se dau sistemele f : U — P*(S™) i g : V. — P*(S™) cu
U,V € P*(S™), care satisfac proprietatea cd multimea

W= {ulue UNV, f(u)Ng(u) # 0}

e nevidd. Dacd functiile lor stare initiald ¢,y sunt constante, atunci functia stare
initiald (¢ NY)o a intersectiei f N g e constantd. Dacd unul dintre f, g e initializat,
atunci f N g e initializat de asemenea.

DEMONSTRATIE. Aplicim Teorema 85, de unde se obtine (¢ N y)o = ¢y N 7.
Dacd in aceastd egalitate una dintre multimile ¢, si v, are un element, atunci
intersectia ¢, Ny, are un element, deci sistemul f N g e initializat. (|

OBSERVATIE 36. Fie sistemele f si g. Dacd cele doua functii ¢y si v, sunt
constante, atunci in general reuniunea f U g nu are functia stare initiald (¢ U)o
constantd (vezi Teorema 98). Dar dacd f,g sunt initializate cu ¢y = ¢, atunci
sistemul f U g e initializat cu (dU 7)o = ¢y = vo. Un rezultat de aceeasi naturd a
fost demonstrat tn Teorema 94, b).
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2. Autonomia

DEFINITIE 51. Numim ststem autonom, oricare din urmdtoarele concepte:
a) sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S"™)) dat de functia constantd
3X € P*(S™),Yu e U, f(u) = X;
b) sistemul f aflat in cazul particular cind are o singurd intrare, |U| = 1';
¢) multimea X € P*(S™).
In mod implicit, prin sistem autonom vom intelege in ceea ce urmeazd conceptul

de la litera a). Totusi, atunci cdnd vor interveni diferente semnificative intre a),
b), ¢), pentru a evita neintelegerile, vom specifica ce concept de autonomie folosim.

NOTATIE 16. Sistemul autonom f e in general notat cu X, sau f = X potrivit
conventei de a identifica functia constantd cu constanta.

OBSERVATIE 37. Sistemele autonome pot fi considerate ca fiind fard intrari
deoarece starile x € X sunt aceleagi pentru toti u € U. De aict avem unul din
intelesurile Definitiei 51, c).

EXEMPLU 26. Sistemul total definit de S : S — P*(S() vy € S,
S (u) = 8™ e autonom.

EXEMPLU 27. Sistemul functiilor monoton descrescatoare f : S — P*(9),
Vu € S, f(u) = {z|x € S,z(t —0) - 2(t) = 0} e autonom. Fiecare dintre starile
sale comutd cel mult o datd de la 1 la 0.

EXEMPLU 28. Fie sistemul f : SU™ — P*(S) definit de inegalitdtile

w(t=0)-2()< (] (),

EE[tt+64]

xt—0)-zt)< ) =
et,t+67]
unde 0, > 0,6y > 0. Stdrile sale x € S sunt numite absolut inertiale si au
proprietatea cd dupd comutarea de la 0 la 1 ramdn egale cu 1 mai mult decdt b,
unitals de timp si dupd comutarea de la 1 la 0 raman egale cu 0 mai mult decdt Oy
unitati de timp. Sistemul f e autonom.

ExEmPLU 29. Ecuatia

EE[tt+6r)

cu 8, > 0, defineste un sistem autonom f : S™ — P*(8) cu starile x € S avind
x(—o00+0) =0 gi I-impulsuri de lungime < 6,.

TEOREMA 113. Fie sistemul autonom X € P*(S™).
a) Are loc urmdatoarea proprietate de existentd a starii initiale

Ve e X,3u € B", 3ty € RVt < tg,z(t) = pu.

b) Existenta starilor initiale fard curse coincide cu existenta starii initiale con-
stante st e datd de

Ju € B", Va € X, Ity € R,Vt < to,z(t) = p.

!
in [11].

| e notatia uzuald a numdrului de elemente ale unei multimi; Definitia 51, b) a fost datd
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DEMONSTRATIE. Aceste proprietiti sunt aceleasi ca gi (2.1),...,(2.3) din Capi-
tolul 4, unde cuantificarea Yu € U lipseste deoarece stirile x € X nu depind de
alegerea intrarii u. O

TEOREMA 114. Dacd f e autonom in sensul existentei lui X € P*(S™) asa
incdt Vu € U, f(u) = X, atunci
a) f are timp initial nemarginit

Ve e X,3u € B", 3ty € RVt < tg, x(t) = u;

b) existenta atdt a timpului initial mdrginit cat si a timpului initial fix coincide
cu
Jto € R, Va € X, 3pu € B, Vt < to,z(t) = p.

DEMONSTRATIE. Acestea sunt proprietdtile (3.1),...,(3.3) din Capitolul 4, unde
cuantificarea Yu € U lipseste. ]

TEOREMA 115. Sda presupunem cd f e un sistem autonom, f = X. Au loc
urmdtoarele echivalente:
a) [ are stari initiale gi timp initial nemdarginit dacd i numai dacd

Ve e X,3u € B", 3ty € RVt < tg, x(t) = u;

Ju € B, 3ty € R,Vz € X, Vt < to,z(t) = p.

TEOREMA 116. Functia stare initiald a sistemului autonom f e constantd si
egald cu multimea starilor initiale.

DEMONSTRATIE. Prin ipotezi existd o multime X aga incat Vu € U, f(u) = X.
Din definitia lui ¢, obtinem

Vu € U, ¢pg(u) = {z(—00 4+ 0)|z € f(u)} = {z(—0c0+0)|z € X} = Oy.
O

TEOREMA 117. Se dd sistemul autonom f: U — P*(S™),U c S, Atunci
f* e autonom.

DEMONSTRATIE. Sistemul f* : U* — P*(S() e definit prin Vu € U*, f*(u) =
{Z|z € f(@)} = {T|r € X} = X*, unde am considerat cd Vu € U, f(u) = X. O

TEOREMA 118. Dacd f e autonom, atunci f~! e de asemenea autonom.
DEMONSTRATIE. Daci Vu € U, f(u) = X, atunci Vo € X, f~1(z) = U. O

TEOREMA 119. Produsul cartezian st legarea in paralel a sistemelor autonome
sunt sisteme autonome.
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DEMONSTRATIE. Ipoteza afirmi ci f : U — P*(S™),U c S, ' : U —
P*(S™)),U" ¢ 8 sunt dou sisteme cu Vu € U, f(u) = X si V' € U', f'(u/) =
X', unde X € P*(8™), X' € P*(8()) sunt spatii oarecare de functii. Obtinem

Vuxu eUxU,(fxfuxu)=flu)x f'(u)=X x X'
Situatia e similard in cel de-al doilea caz. O

TEOREMA 120. Fie sistemele f : U — P*(S™), U c (™, h: X — P*(SW),
X c 8™, unde | f(u) C X.
uelU
a) Dacd f e autonom, atunci ho f e autonom.
b) Dacd h e autonom, atunci h o f e autonom.

¢) Daca f si h sunt autonome, atunci ho f e autonom.
DEMONSTRATIE. a) Existd prin ipotezd X; € P*(S™) asa incat Vu € U, f(u) =
X1 si X C X¢. In aceste circumstante avem

Vu e U, (ho f)(u) = U h(z) = U h(zx).

z€ f(u) reX,
b) Exista Y € P*(S®)) aga incat Vo € X, h(z) = Y. Atunci
YueU, (hof)(w) = |J h(z) =Y.
2€f(u)
(]

TEOREMA 121. Fie sistemele autonome f,g. Dacd existd f N g, atunci e gi el
autonom.

DEMONSTRATIE. Cand existd X, X; againcat Vu € U, f(u) = X,Vu € V,g(u) =
X, UNV#Dsi XNX; #0, avem
YVu e UNV,(fNg)(u) = f(u)Ng(u) =X NX;.
O

TEOREMA 122. Fie sistemele f,g. Dacd una din urmdtoarele cerinte de au-
tonomie e indeplinita:

a) IX € P*(SM),Vu € U, f(u) = X,Yv € V,g(v) = X;

b) U=V g3IX € P*(S"),VuecU,f(u)=X,3X' € P*(S™),Vu € U, g(u) =
X',

atunci fUg e autonom.

3. Spatiul intrarii finit

DEFINITIE 52. Sistemul f : U — P*(S™),U € P*(S'™) se spune cd are
spatiul intrdrii finit dacd multimea U e finitd.

TEOREMA 123. Dacd |U| =k > 1, atunci f e reuniunea disjunctd o k sisteme

autonome (tn sensul Definitiei 51, b)).

DEMONSTRATIE. Prin ipotezd U = {u',...,u*} si definim sistemele autonome
fq: Uy — P*(S™) prin
Ug= {uq},
Vu € Ug, fo(u) = f(u),
g =1,k. Am obtinut c& f = f1 U... U f, reuniune disjuncta. O
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OBSERVATIE 38. Putem desigur interpreta intrdarile admisibile w € U ca fiind
comenzi. Atunci finitudinea lui U aratd faptul cd circuitul poate evolua tntr-un
numar finite de moduri.

Faptul ca sistemele cu spatiul intrari finit sunt reuniuni de sisteme autonome
e un bun motiv pentru a considera sistemele autonome ca tmportante in analiza
sistemelor.

Dacd g are spatiul intrdrii finit si f C g, atunci f are spatiul intrarii finit. Dacd
f are spatiul intrarii finit, atunci f* are aceeasi proprietate. Produsul cartezian de
sisteme cu spatiul intrarii finit e un sistem cu spatiul intrarii finit. Dacd existd
legarea in paralel (f, f1) st f, fi au spativl intrarii finit, atunci (f, f1) are spatiul
intrarii finit de asemenea. Dacd f are spatiul intrdrii finit i h o f existd, atunci
ho f are spatiul intrarii finit. Dacd f are spatiul intrdrii finit i existd fNg, atunci
f N g are spatiul intrarii finit de asemenea. Dacd f si g au spatiul intrarii finit,
atunci f U g are aceeasi proprietate.

4. Sisteme finite si deterministe

DEFINITIE 53. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S"™)) e finit dacd satisface
proprietatea cd Yu € U, f(u) are un numdar finit de elemente si e infinit in caz
contrar. Sistemul f e determinist dacd Yu € U, f(u) are un singur element i e
nedeterminist in caz contrar.

OBSERVATIE 39. Spre deosebire de sectiunea precedentd unde cuvdntul ’finit’
a caracterizat spatiul intrarilor, aici ‘finit’ se referd la multimi de stari posibile.
Acesta e sensul implicit al atributului finit” dat unui sistem.

Atunci cand sistemul e dat sub forma implicitd, finitudinea inseamnd cd ecuati-
ile i inecuatiile au un numdr finit de solutii, iar determinismul inseamnd existenta
unet solutii unice.

Finitudinea e utild atunci cind tn modelare lucrdm cu ‘cel mai favorabil caz’,
‘cel mai defavorabil caz’, 'cel mai frecvent caz’ etc.

Sistemele deterministe pot fi identificate cu functiile U — S, ceea ce s-a si
facut deja. Astfel de modele aratd o cunoastere perfectd a comportdrii unui circuit.

ExeEMpPLU 30. Sistemul f: S — S definit de

Yu e S, f(u)(t) = / Do1u

e determinist, unde am notat

t
Devat — 0, daca |(—o0,t] N supp Doru| e par
T 1, daci |(—oo, t] N supp Doyul e impar
—0o0
$i 0 a fost considerat numdr par. Pentru a stabili corectitudinea acestui exemplu,
sa observam mai intdi ca ¥Vt € R,Vu € S, multimea (—oo,t]N suppDoiu e finitd.
Asadar are sens sd ne referim la paritatea sa. Apoi, pentru toti u € S, functia de
t

t: f Doru apartine intr-adevar lui S.

—00
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ExeEMPLU 31. Pentru functia Booleand F' : B™ — B, notadm prin 0;F : B™ —
B, j € {1,...,m} derivatele sale Boolene

YA e B™, GJF()\) = F(/\l, ey 050, )\m) ® F()\l, S P /\m)'
J J

Sistemul f: S — S definit de
Vu e 8 f(u)(t) = (O F(u(t)), ..., Om F(u(t)))
e determinist.
TEOREMA 124. Dacd f e un sistem finit, atunci el are timp initial mdarginit.
DEMONSTRATIE. In proprietatea de existentd a stirii initiale cu timp initial
nemarginit
Yu € U,Vx € f(u),Ip € B™, Ity € R,V < tg, z(t) = p,
fixim un w € U arbitrar si presupunem ci f(u) = {z',..,2*}. Atunci existad
ply o pF e Brsith, ... th € R asa incat
vt <t at(t) = pt, .V < th 2R () =
Pentru ci numsirul o = min{t}, ...,t5} depinde doar de u, el satisface
Vo e f(u),Iu € BVt < to,z(t) = p.
Deoarece u a fost ales in mod arbitrar, concluzionim c&
Yu € U, 3o € R,Vx € f(u),Iu € B™",Vt < to,z(t) = p.
O

satisface Vu e, |¢0( ) =1

DEMONSTRATIE. In afirmatia privitoare la existenta valorilor initiale ale stérilor
lui f avem

Yu € U,Vz € f(u),Ip € B", Ity € RVt < to,z(t) = p.

Din moment ce Va € f(u) si Iu € B" comutd, f are stiri initiale f&rd curse. Avem
desigur
Vu € U, |¢g(u)] = {z(—00+ 0)|x € f(u)}] = 1.

O

TEOREMA 126. Fie sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(S™), U,V €
P*(S™) cu f C g. Dacd g e finit, atunci f e finit de asemenea. Dacd g e
determinist, atunci f e determinist de asemenea si f = g.

DEMONSTRATIE. Pentru Yu € U, f(u) are cel mult numérul de elemente al lui
g(u). Atunci cand Yu € V, g(u) are exact un element, Yu € U, f(u) are exact un
element i f(u) = g(u). O

TEOREMA 127. Atunci cind e adevdratd azioma alegerii, orice sistem g :V —
P*(S™), V' € P*(8™)) include un sistem finit (determinist) f : U — P*(S(),
U € P*(Stm).
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DEMONSTRATIE. Ludm in mod arbitrar U C V nevidi. Pentru orice u € U,
axioma alegerii ne permite si selectdim din multimea g(u) un z gi si definim in acest
mod, o functie selectivd f(u) = {x}. Sistemul f e determinist si Vu € U, f(u) C
g(u). Reuniunea unui numér finit de astfel de sisteme deterministe fi,..., fr Cge
un sistem finit f; U... U fr C g cu domeniul de definitie UU...UU =U. (]

TEOREMA 128. Dacd sistemul f e finit (determinist), atunci dualul sau f* e
finit (determinist) de asemenea.

DEMONSTRATIE Pentru orice u € U, multimile finite f*(@) = {Z|z € f(u)} §,1
= {z|z € f(u)} au acelagi numar de elemente.

TEOREMA 129. Presupunem cd sistemele f : U — P*(S™), U € P*(S(™),
[ U — P(S™)), U e P*(S™)) sunt finite (deterministe). Atunci sistemul
fx f" e finit (determinist) de asemenea.

DEMONSTRATIE. Aceasta decurge din egalitatea
Vuxu € UxU|(f x f)(uxu)] = |f(u) x f'(u)] = [f)]-|f'@)].
(]
TEOREMA 130. Se dau sistemele finite (deterministe) f : U — P*(S™), fi

Ul — P*(S™), U, U} € P*(S™) cu UNU, # 0. Atunci sistemul (f, f]) e finit
(determinist).

TEOREMA 131. Consideram sistemele finite (deterministe) f : U — P*(S™),
Uec P (SM™) h:X — P*(S®), X € P*(S™) cu |J f(u) C X. Avem cd ho f
uelU

e finit (determinist).

DEMONSTRATIE. In formula

Vu e U, ( = U e
z€ f(u)
reuniunea finitd de multimi finite e o multime finits. O

TEOREMA 132. Dacd unul dintre sistemele f : U — P*(S™), g : V —
P*(SM), U,V € P*(S™) e finit (determinist), atunci Iu € UNV, f(u)Ng(u) # 0
implicd faptul ca sistemul f N g e finit (determinist); si dacd ambele sisteme sunt
finite, atunci f U g e un sistem finit.

DEMONSTRATIE. Dac# f e finit, atunci Vu € U NV, multimea (f N g)(u) are
cel mult atatea elemente ca si f(u), de unde deducem prima afirmatie a teoremei.
Daci f, g sunt ambele finite, atunci Yu € U UV, (f U g)(u) reprezintd o multime
finitd sau reuniunea a doud multimi finite dupd cum v € U\ V,u € V \ U sau
ueUNV. O

TEOREMA 133. Sistemul f e autonom gi finit (determinist) dacd i numai dacd
3X € P*(S™) finit (cu un element) asa incit Yu € U, f(u) = X.

DEMONSTRATIE. Evidenta. O
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5. Sisteme combinationale ideale

NOTATIE 17. Fie functia Booleand F : B™ — B" gi numdrul d € R. Notam
cu Fy: S — S0 sistemul determinist definit in felul urmdtor

Vu € S| Fy(u)(t) = F(u(t — d)).

In cazul particular cind d = 0 scriem F in loc de Fy.
OBSERVATIE 40. Aceastd notatie a fost deja folositd sub forma: dacd F : B —

B,VAeB, F(A\) =\, atunci F: S — S e sistemul
Vu € S,u(t) = F(u)(t) = F(u(t)) = u(t),

in timp ce pentru F : B2 — B, VA € B2, F(\) = \; U )y, avem sistemul F : S?) —
S,

V€S2, (uy D) (1) = F(u)(t) = F(u(t)) = ua(t) Uus(t)
etc.

DEFINITIE 54. Sistemul determinist f : U — S™ U € P*(S™) e numit
sistem combinational ideal dacd existd functia Booleand F' : B™ — B" gi
numdrul d € R asa incdt f C Fy, cu alte cuvinte dacd

Vu e U, f(u)(t) = Fa(u)(t).

In acest caz spunem cd f e generatd de functia F si F se numeste functia
generatoare a lui f. Atunci cind d > 0, acest parametru se numeste intdrziere
de transmitere a tranzitiilor, sau, pe scurt intdrziere a lui f si spunem de
asemenea cd [ are intdrzierea d.

OBSERVATIE 41. Sistemele combinationale ideale sunt acele functii univoce, la
care corespondeta tntre intrarea u i starea x e datd de ecuatia x(t) = F(u(t — d)).
Ele sunt modelele circuitelor combinationale.

In general, un sistem combinational ideal are mai multe functii generatoare si
mai multi parametri d (de exemplu dacd F e constantd).

Datoritd determinismului sdu, un sistem combinational ideal are timp initial
mdrginit si stari initiale fard curse. Mai mult, el satisface toate proprietdtile sis-
temelor finite din Sectiunea 4.

Nu e necesar in Definitia 54 sd cerem ca d > 0; aceastd proprietate e una de
neanticipativitate.

EXEMPLU 32. Readucem in discutie Exemplele 11, 12, 13 i 15 din Capitolul 3.
Acele pseudo-sisteme induc sisteme combinationale ideale, in sensul Definitiei 54,
cu functiile generatoare: identitatea 1gm, proiectia m; : B™ — B, j € {1,...,m},
functia constantd p : B™ — B™, plus cazul general. In Exemplul 31 a apdrut
derivata OF : B™ — B™, YA € B™, 0F(\) = (01F(\), ..., 0nF(X\)) functiei F :
B™ — B, care a generat un sistem combinational ideal.

TEOREMA 134. Sd consideram F : B™ — B" gi d € R. Are loc

Yu e S, Fy(u) = F(uor?) = F(u)o 1%
DEMONSTRATIE. Pentru orice u € S,
Fluot?)(t) = F((uor)(t)) = F(u(t — d)) = F(u)(t — d) = (F(u) o 7)(t).
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TEOREMA 135. Fie f C F; un sistem combinational ideal. Ecuatia urmdtoare
Yu € U, ¢po(u) = F(u(—o00 + 0))

e adevdratd.

TEOREMA 136. Un subsistem al unui sistem combinational ideal e combi-
national ideal.

DEMONSTRATIE. Din g C Fy i f C g deducem f C Fy. (]
TEOREMA 137. (F*)g = (Fy)*

DEMONSTRATIE. Pentru orice u € S avem

(F)g(u) = F*(uo7d) = Fluo7d) = F(ToTd) = Fy(T) = (Fy)*(u).
O
NoTATIE 18. Teorema precedentd ne permite sd folosim notatia F; pentru ori-
care dintre (F*)q si (Fg)*.
TEOREMA 138. Dacd f C Fy, atunci f* C Fj.

DEMONSTRATIE. Ipoteza afirmd ci f : U — S satisface Vu € U, f(u) =
Fy(u) de unde Yu € U™, f*(u) = f(7) = Fy(T) = F(u). O

TEOREMA 139. Inversul sistemului Fy: S™ — S0 satisface
Ve e S (Fy) Y (z) = F Yz or™9).
DEMONSTRATIE. In egalitatea
Fu(t — d)) = x(t),
in care u € Sz € §( facem substitutia ¢’ =t — d si obtinem
Fu)) =z +d) = (zor ().
Asadar
ve e S (Fy) Y (z) = {ulu e S™, Fy(u) =z} =
={ulue S Fu)=zor % = F Y(zor 9.
(|
TEOREMA 140. Fie f : U — P*(S™), U € P*(St™), f' : U' — P*(8"")),
U' e PY(S™)), F:B" —B", F': B" - B" sid e R. Dacd f C Fu, f' C F},
atunci f x f' C (F x F')q, unde am notat cu F x F' : B™ x B™ — B" x B"

functia
Y\ X) € B™ x B™,(F x FY(\,N) = (F(\), F'(\)).

DEMONSTRATIE. Faptul cid f x f' C Fy x F} decurge din Teorema 63 gi in
continuare avem
Vuxu' € §0M x §0) (Fyx Fj)(uxu') = Fy(u) x Fy(u') = F(uor®) x F'(uor?) =
= (Fx F)(uot? xu or?) = (Fx F)((uxu)or?) = (F x F)g(u xu).
O
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TEOREMA 141. Se dau sistemele f : U — P*(8™), fi : U] — P*(8"")),
U,U} € P*(S™) cu proprietatea cd U NU| # 0 si de asemenea se dau functiile
Boolene F : B™ — B", F| : B™ — B" gi numarul d € R. Daca f C Fy, f| C Fl,
atunci (f, f}) € (F, F})a, unde am folosit notatia (F, F]) : B™ — B" x B" pentru
functia

VA€ B, (P, F)(N) = (F(), F{(V).

TEOREMA 142. Pentru functiile F : B™ — B", H : B" — BP gi numerele

de R, d € R e adevdratd urmdtoarea proprietate

HyoFy=(HoF)ita

in care H o F : B™ — BP e compunerea uzuald o functiilor.

DEMONSTRATIE. Remarcdm mai intai ci suportul lui Hy e S(”), deci Hy o Fy
e definit. Tinand cont de Teorema 134, se vede ci Yu € S(™) avem

(HyoFq)(u) = Hy (Fa(u)) = Ha (F(uor®)) = Ha (F(u)or) = H(F(u)or?or®) =

= H(F(u) o 7YY = H(F(u)) o 7% = (H o F)(u) 0 7% = (H 0 F)gsa (u).
O

TEOREMA 143. Se dau sistemele f : U — P*(S™), U € P*(St™), h: X —

P*(S®), X € P*(8™) si cerem ca |J f(u) C X sd aibe loc. Fie de asemenea
uelU

functiile F: B™ — B™, H : B" — BP gi numerele d € R, d € R. Dacd f C Fy si

h C Hd/, atunci h o f C (H o F)der/-

DEMONSTRATIE. Deducem

hof C hoF,; (Teorema 74, a))
C  Hy o Fy (Teorema 74, b))
= (Ho F)gra (Teorema 142).

O

TEOREMA 144. Considerdm sistemele f : U — P*(S™) i g : V — P*(S™),
U,V € P*(S™) care satisfac f C Fy,g C Fy.

a) Daca UNV # 0, atunci f Ng existd i f Ng C Fy.

b) fUgCFy.

OBSERVATIE 42. Morfismele care caracterizeazd sistemele combinationale ideale
sunt acelea care satisfac comutativitatea diagramelor

v L osm
wl } Lot
gm)  Fa o gn)

in care w e injectia canonicd.
Autonomia acestor sisteme e datd, de exemplu, de functiile Boolene constante.
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6. Auto-dualitate

DEFINITIE 55. Functia Booleand F : B™ — B"™ e numitd auto-duald dacd

are loc
YA e B™ F(\) = F*(\).

ExempPLU 33. Cele doud functii F': B — B auto-duale sunt F(\) = X\ si
F(\) = A, A € B iar cele patru functii F : B? — B auto-duale sunt: F(\) = A1,
F(/\) = )\1, F(/\) = )\2, F()\) = /\2, A € B2 Funcﬁia F:B3— B7 F()\l,/\g,/\g) =
A1 B A2 B A3 e auto-duald gt ea.

DEFINITIE 56. Multimea U e numitd auto-duald dacd satisface una din conditi-
ile echivalente:

a) U=U%

b) Vu,u e U = e U.

EXEMPLU 34. Multimea S e auto-duald.

EXEMPLU 35. Fie j € {1,....,m} gi 6§ > 0 fixate. Multimea

U={uluesS™, wt—0)-u() < [ wi(®), w(t=0)-w;(t) < [ u(&)}

€t t+0] £E[tt+6]

e auto-duald.

LEMA 1. Consideram sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S™). Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

a) f=f*

b)) U=U* siVueUVz € f(u),Z € f(u);

c)U=U" siVueU, f(u)={zlx € f(u)};

d) U =U* i diagrama

v L pr(st)
w | 1Q
v L prsm)
e comutativd, unde am notat

Yu € U,w(u) =1,

VX € PH(S™),Q(X) = X*,

i.e. (W, Q): f— f e morfism de sisteme.

DEMONSTRATIE. a) = b) U = U* e adevirati si, pe de altd parte are loc
Vue UVe € f(u),x € {yly € f(@)} = {y[y € f@)}.

b) = ¢) Yu € U,Yx € f(u),T € f(u), deci f(u) = {z|z € f(u)} C {z|T €
fw)} = {Zlz € f(u)}. Invers, Vu € U,Vz € f(u) obtinem T € f(u), asadar
{Tle € f(u)} C f(U).

¢) = d) e evidentd.

d) = a) Yu € U, f(u) = f(w(u)) =
{Z|z € f(u)}, cu alte cuvinte Vu € U, f(u)

(fow)(u) = (o f)(u) = Af(w) =
= {7z € f@} = f(w). O

DEFINITIE 57. Spunem despre sistemul f cd e auto-dual dacd are loc una din
proprietdtile echivalente anterioare a),...,d).
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OBSERVATIE 43. Auto-dualitatea lui f afirmd cd forma lui x sub intrarea u
coincide cu forma lui T sub intrarea W gi in timp ce x(t) comutd la momentul de
timp t in sens crescdator (descrescdtor), T(t) comutd la acelagi moment de timp t
in sens descrescdtor (crescdator): Yu € UVz € f(u),¥i € {1,...,n},

Jii(t — 0) . J)i(t) = J)i(t — 0) . J}i(t), Jii(t — 0) . .I}i(t) = J)i(t — 0) . J)l(t)
EXEMPLU 36. Fie F' : B™ — B™ o functie auto-duald si d € R. Sistemul
combinational ideal Fy : Sm) — 8 ¢ quto-dual.
EXEMPLU 37. Sistemul S@) — S definit prin urmdatoarea inegalitate
up(t) - ue(t) < z(t) < up(t) Uus(t)

e auto-dual. Aceasta se vede ugor din Lema 1, b): dacd x satisface inegalitatea,
atunci T satisface

ur(t) - us(t) < z(t) < up(t) Uug(t).
ExXeEmPLU 38. Sistemul S — P*(S),
N w@) <)< U w®
e€t—d,t—d+m] e€t—d,t—d+m)

e auto-dual, unde 0 < m < d. Ca mai inainte, aceasta se vede din Lema 1, b):
dacd x satisface inegalitatea, atunci T satisface urmdtoarea inegalitate

N wO=<zm< | b
geft—d,t—d+m) ¢€ft—d,t—d+m)
TEOREMA 145. Dacd f e auto-dual, atunci ¢y = ¢f si O = ©f, unde am
notat cu ¢, OF functia stare initiald si multimea starilor initiale ale lut f*.
DEMONSTRATIE. Avem U = U* gi Vu € U,
u) ={z(—c0+0)|z € f(u)} = {z(—c0+ 0)|z € f*(u)} = ¢5(u)

TEOREMA 146. Dacd f e auto-dual, atunci f* e auto-dual.

DEMONSTRATIE. Din U = U* obtinem U* = (U*)* i din f = f* deducem
fr=0 0

TEOREMA 147. Dacd f e auto-dual, atunci f~1 e auto-dual de asemenea.

DEMONSTRATIE. Notim cu X = [J f(u) multimea suport a lui f~!. Demon-
uelU
strdm cd X e auto-dual: Vz,
ze | Jfw=uelUze fluy= Tueluzec flu)y= Fuecl,ze f(u) =
uelU

= JuelU7T€ f"(uy=—JuelUTE f(u)=TE€ Uf(u)
uelU
Pentru orice z € X avem

(f @) = () Ha) = (F7) (@)

si am folosit Teorema 55. O
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TEOREMA 148. Dacd sistemele f : U — P*(S(™), U € P*(S™) gi f' : U’ —
P*(SN),U" € P*(S™)) sunt auto-duale, atunci sistemul f x f' e auto-dual de
asemenea.

DEMONSTRATIE. Ar&tdm ci U x U’ e o multime auto-duald
UxU ={uxduecUn elU'}={uxduelUd clU'}=
={uxv|ueUnu €U} ={uxvueUnn eU'} = (U xU')".
Mai departe
Vuxu eUxU (fx ) uxu)=(fxfYuxu)=(fxf)uxu)
si, in ultima egalitate, am folosit Teorema 64. O

TEOREMA 149. Presupunem cd sistemele f : U — P*(S™), fi . Ul —
PS8 U U, € P*(S™)) sunt auto-duale gi ca U NU, # 0. Atunci legarea
in paralel (f, f1) e auto-duald.

DEMONSTRATIE. Ar&tdm cd U NU’ e auto-duald

UNU ={ulueUsiueU'}={uueUsiuelU'} =
={tlueUsivelU}={uueUnU'} =UNU)*
etc. ]

TEOREMA 150. Fie sistemele auto-duale f : U — P*(S™), U € P*(S(™) i

h:X — P*(S®), X ¢ P*(S™). Daca \J f(u) C X, atunci sistemul ho f e
uelU
auto-dual.

DEMONSTRATIE. Din ipotezd U = U*. Mai departe, prin Teorema 75 avem ci
Yu e U, (ho f)(u) =(h" o f*)(u) = (ho f)"(u).
O

TEOREMA 151. Considerdm sistemele auto-duale f : U — P*(S™) sig:V —
P*(S™), unde U,V € P*(S"™). Dacd multimea

W = {ulu € UNV, f(u) N g(u) £ 0}
e nevidd, atunci sistemul f N g e auto-dual.
DEMONSTRATIE. Ar#tim ci W e auto-duali. Intr-adevir,

W ={ulueUNV, flu)ng(u) #0} ={au e UNV, fu)ng@) # 0} =
={ulueUsiueV sif*(u)Ng*(u) 0} =
={tlueUsiueVsi{Zlre f(u)}N{Tlr € g(u)} #0} =
={TalueUNYV, f(u) Ng(u) #0} =W=*.

Sistemul f N g e auto-dual deoarece
Vue W, (fNg)(u) = (f"Ng")(u) = (fNg)"(u).
Am folosit Teorema 88. O

TEOREMA 152. Dacd sistemele f,g sunt auto-duale, atunci f U g e auto-dual
de asemenea.
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DEMONSTRATIE. Observiam ci U UV e auto-dual, apoi aplicim Teorema 101.
O

OBSERVATIE 44. Sistemul autonom f = X e auto-dual dacd si numai dacd
U, X sunt ambele auto-duale. Dacd utilizam Definitia 51, b) a autonomiei, atunci
sisteme autonome auto-duale nu existd deoarece e imposibil ca U cu |[U] = 1 sa
satisfaca U = U*. Definitia 51, ¢) a autonomiei dd sistemele autonome auto-duale
ca fiind acelea care satisfac X = X*.

7. Simetria

NOTATIE 19. Fie S({1,...,m}) notatia grupului simetric al multimii {1,...,m}.
FElementele sale sunt bijectiile (permutarile) o : {1,....,m} — {1,...,m}.

NoOTATIE 20. Fie bijectia o € S({1,...,m}). Pentru fiecare X € B™, A =
(A1y e Am) notdm cu Ao € B™ wvectorul Ao = (Ag(1); s Ao(m))-

DEFINITIE 58. Functia Booleanda F : B™ — B"™ e numitd stmetricd dacd
pentru fiecare bijectie o avem

YAeB™ F(\) =F(\,)

st astmetricd in caz contrar.

NOTATIE 21. Pentru fiecare functie bijectivd o € S({1,...,m}) si orice u € S™
notam cu uy € S functia u, = (Uer(1)5 o5 Ug(m))-

DEFINITIE 59. Multimea U € P*(S™)) e numitd invariantd la permutdri
dacd pentru orice bijectie o avem

Yu,u € U = u, € U.

EXEMPLU 39. Multimile U € P*(S) sunt invariante la permutari gi S are

aceea§t proprietate.

DEFINITIE 60. Sistemul f e numit stimetric dacd U e invariantd la permutdri
i pentru orice o € S({1,...,m}) avem Yu € U, f(u) = f(u,). Altfel e numit asi-
metric.

OBSERVATIE 45. Naturaletea acestei definitii decurge din aceea cd toate portile
logice simple: NU, SI, SAU etc sunt simetrice (relativ la intrdari) si modelele lor pot
avea aceegi proprietate.

EXEMPLU 40. Sistemele autonome sunt simetrice ori de cdte ori multimea in-
trarilor lor e invariantd la permutdri.

ExXEMPLU 41. Toate sistemele cu m = 1 sunt simetrice.

EXEMPLU 42. Dacd F : B™ — B™ e o functie simetricd i d € R e un
numdr arbitrar, atunci sistemul combinational ideal Fy : S — S ¢ simetric
(reamintim cd multimea S e invariantd la permutdri).

EXEMPLU 43. Sistemul f : S(™ — P*(S) dat de
Vu e S, f(u) = {a|(t) > ur(t) - ... - um(t)}
e simetric.
EXEMPLU 44. Sistemul S(™) — P*(S)

(N @@ um@) <z®) < | (@) U...uun()
Eet—d,t) EE[t—d,t)
cu d >0 e simetric.
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TEOREMA 153. Fie f un sistem simetric. Atunci pentru orice bijectie o €
S({1,...,m}), functia stare initiald ¢, indeplineste
Vu € U, ¢ (u) = dp(ue)-
DEMONSTRATIE. Pentru orice o € S({1,...,m}) si orice u € U avem

¢o(u) = {z(—c0+0)|z € f(w)} = {z(—00 + 0)|z € f(uo)} = dy(uo).

TEOREMA 154. Dacd f e simetric, atunci f* are aceeasi proprietate.

DEMONSTRATIE. Prin ipotezd, U e invariantd la permutéari si ardtdm cd U* e
invarianta la permutédri. Intr-adevar, pentru orice bijectie o si orice intrare u avem

wel" —=unel =u,clU=—=u, €U = u, € U*.
Mai departe, Vo € S({1,...,m}), Vu € U*

frw) ={zlw € fU)} = {Tlx € f(Uo)} = {Tlz € f(Us)} = [ (uq).
O

TEOREMA 155. Fie f: U — P*(S™), U € P*(S") un sistem simetric. Sis-
temul invers f~1 : X — P*(SU™), X = {2|3u € U,x € f(u)} satisface proprietatea
ci Vo € X, f~1(x) e invariantd la permutdri.

DEMONSTRATIE. Pentru orice bijectie o € S({1,...,m}) si orice x € X avem
ue fHr)=uecUsize flu)=u, €Usize fluy) = u, € f ().
O

OBSERVATIE 46. In general produsul cartezian de sisteme simetrice nu e un
sistem simetric. De fapt, dacd multimile suport U, U’ ale lui f, f' sunt invariante
la permutdri, nu putem spune dacd U x U’ este sau nu invariantd la permutdri.

TEOREMA 156. Sd presupunem cd sistemele f : U — P*(S™), fi : Ul —
P8, U, U € P*(S'™) sunt simetrice si UN U] # 0. Atunci legarea lor in
paralel (f, f1) e simetricd.

DEMONSTRATIE. Fie permutarea o € S({1,...,m}) si intrarea v € U N Uj.
Faptul c¢d u, € U,u, € Ui sunt ambele adevirate implicd u, € U N Uj, agadar
U NUj e invariantd la permutdri. Mai mult,

Vu e UNUL (f fi)(u) = {z x 2’|z € f(u),2" € fi(u)} =

={z x|z € fuo), 2" € filug)} = (f, f)(uo).
(]

TEOREMA 157. Cerem ca sistemele f : U — P*(S™), U € P*(S"™)) si h :

X — P*(S®), X € P*(S™) sq indeplineascd conditia |J f(u) C X. Dacd f e
uelU
simetric, atunci legarea in serie ho f e gi ea un sistem simetric.
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DEMONSTRATIE. Multimea U e invariantd la permutédri. Pentru orice o €
S({1,...,n}) si orice u € U avem

(hof)w) = |J Ma)= |J ha)=(hof)(u).
z€f(u) z€ f(uo)
O

TEOREMA 158. Fie sistemele simetrice f : U — P*(S™) sig: V — P*(S™),
U,V € P*(S™). Daca multimea W = {ulu € UNV, f(u) N g(u) # 0} e nevidd,
atunci f N g e simetric.

DEMONSTRATIE. Ardtdm ci W e invariantd la permutédri. Fie bijectia o €
S({1,...,m}). Pentru orice w € W avem v € UNV gi f(u) Ng(u) # 0, deci
Uy €EUNV ¢l f(us) Ng(uy) # 0 si, in cele din urmé, u, € W. Obtinem

(fg)(w) = fw) Ng(u) = fus) Ng(us) = (f N g)(uq).

TEOREMA 159. Reuniunea sistemelor simetrice e simetricd.

DEMONSTRATIE. Ardtdm cd U UV e invariantd la permutdri. Pentru bijectia
oceS{1,..,m})siueUUV, dacd u € U atunci u, € U, deci up € UUV ete. O

TEOREMA 160. Pentru sistemul f urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) e auto-dual gi simetric;

b) pentru orice bijectie o € S({1,...,m}) si orice u € U avem u, € U i, mai
departe, pentru orice bijectie o, orice intrare uw € U i orice stare z, x € f(u) =
7 € f(Uo).

DEMONSTRATIE. Si ludm o bijectie arbitrard o € S({l,...,m}) si o intrare
arbitrard u € U.

a) = b) U e auto-duald ceea ce aratd ci u € U i faptul ci U e invariantd
la permutdri implicd ¢ U, € U. Fie un x € f(u) arbitrar. Sistemul f e auto-dual
agsadar T € f(u) si faptul cd f e simetric aratd ci f(u) = f(uy), deci am obtinut
T € f(Uo).

b) = a) Relatia u € U e adevirata pentru bijectia identicd 14y, .}, deci U e
auto-duald. Pentru bijectia identici avem de asemenea Vz,x € f(u) = T € f(u)
ardtand cd f e auto-duald. Pentru cd u € U e adevirata si deducem u, € U, avem
cd U e invariantd la permutdri. Din Vz,z € f(u) =7 € f(4,),T € f(U,) = x €
f(us) obtinem cd Va,x € f(u) = = € f(u,) rezultand f(u) C f(uy). Incluziunea
inversd se aratd astfel: f(u,) C f((ug)s-1) = f(u), cu alte cuvinte f(u) = f(uy),
deci f e simetric. O

8. Invarianta in timp
DEFINITIE 61. Multimea U C S e numitd invariantd la translatii dacd
indeplineste
vd € R,Vu,u e U= uor?el.
EXEMPLU 45. Multimea U = S e invariantd la translatii.

EXEMPLU 46. Multimea U = {ulu € S, uy, ..., u,, sunt monotone} e invari-
antd la translatii.
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EXEMPLU 47. Fie U multimea semnalelor u € S care satisfac, pentru niste
6, > 0,65 > 0, proprietatile ¥j € {1,...,m},

uj(t—0) - uj(t) < (uy(€),

EE[t,t+64]

uj(t—0)-u;(t) < (uy(9).
§E[t,t+oy]
Multimea U e invariantd la translatii.
LEMA 2. Fie sistemul f : U — P*(S™) pentru care multimea U € P*(S(™)
e tnvariantd la translatii. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
a)Vd € R,Vu € U,Vx € f(u),ro7e € f(uoTtd);
b)vde R,Vu e U, f(uot?) = {zorlz € f(u)};
¢) pentru orice d € R, diagrama

v L prsm)
wa | 1 Qa
v L oprsm)
e comutativd, i.e. (wa,Qq) : f — [ e un morfism de sisteme. Am notat

wq: U = UNu € U,wg(u) =uotd,

Qq: P*(S™) = P*(SM),¥vX € P*(S™),Qq(X) = {x o7z € X}.

DEMONSTRATIE. Fie d € R si u € U alese in mod arbitrar.

a) = b) Din faptul ci x € f(u) implici z o 7¢ € f(uo 1), avem {x o 74z €
f(w)} € fluord). Luim un y € f(uo7?). Pentru c& yo7r-¢ € f(u), obtinem
flwor?) € {ylyor—t € f(u)}. Din

{rorlze f(w)} C fluor?) C{ylyor % € f(u)} = {xorx e f(u)}
deducem b).

b) => a) Daci z € f(u), atunci zot? € f(uor?), cu alte cuvinte a) e adevirati.

b) = ¢) (fowa)(w) = f(wa(u)) = f(uot?) = {zoT|z € f(u)} = Qu(f(u)) =
(Qa o f)(u).

¢) = b) fluot?) = f(wa(w)) = (f owa)(u) = (o f)(u) = Qu(f(u) =
{woriz e fu)}. O

DEFINITIE 62. Sistemul f e tnvariant in timp dacd U e invariantd la translatii
i e indeplinitd una dintre conditiile echivalente a), b), ¢) din Lema 2. Dacd f nu
e invariant in timp, atunci spunem cd el e variabil in timp.

EXEMPLU 48. Ardatam cd sistemul f : S — S definit de Yu € S, f(u) =
uj o 74 e invariant in timp, unde j € {1,...,m} si d € R. S e invariantd la

& quem cd

translatis si pentru © = ujoT
vd € R,Yu € 8™, f(uor?) = (uor?); ord = Uj ordtd — (u; or¥)or? =gor?

EXEMPLU 49. Mai general, orice sistem combinational ideal Fy e invariant in
timp:

vd € R,Yu € S™, Fy(uor?)(t) = F((uor)(t —d') = F(u(t —d —d')) =
= Fa(u(t = d)) = Fy (u)(t — d) = (Fg(u) o 79)(t).
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EXEMPLU 50. Fie sistemul f : S(™ — S definit de ecuatia
(8.1) z(t) = lim ] (ui(p)- ... um(p)).
§—oo
pE(§,00)

Pe de o parte, pentru orice u € SU™ functia in €1 | (u1(p)- ... -um(p)) comutd
PE(§,0)
cel mult o datd de la 1 la 0 atunci cind & parcurge R in sens crescdator. Asadar

limita lim U (u1(p) - ... - um(p)) existd intotdeuna si (8.1) defineste un sistem
£ )pe(€,00)

intr-adevar. Pe de altd parte, SU™ e invariant la translatii si din aceea cd pentru

orice d € R si orice u € S™) avem

flwor?) = Jim ) (alp=d)- . umlp—d) =
pE(§,00)

= lim U (ui1(p) - oo - um(p)) =z =z 07,
£—o00
pE(§,00)
se deduce cd sistemul e invariant in timp.

EXEMPLU 51. Sistemul f : 8™ — P*(S) definit de inegalitatea
w(t—d) - cup(t —d) < z(t)

cu d € R fizat e invariant in timp si, pentru a vedea acest lucru, sd ludm un
u e S™ giundeR. Dacd x € f(u), atunci

wt—d—d) .. upt—d—d) <zt —d)
e evidentd, i.e. vo71? € f(uoT?).
EXEMPLU 52. Sistemul f : S(™) — P*(S) definit de
2(t) <ui(t—d)U...Uuy,(t—d),
cu d € R, e invariant in timp.

TEOREMA 161. Dacd sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S'™) e invariant in
timp, atunci functia sa stare initiald ¢y : U — P*(B"™) satisface

Vd € R,Vu € U, ¢p(uo7%) = ¢ (u).
DEMONSTRATIE. Vd € R,Vu € U,
go(uo ) = {a(~co+0)|z € fluor?)} = {z(~00 +0)lz € {yo 7y € f(u)}} =
= {yor(—oc0+0)ly € f(u)} = {y(—oc0 +0)|y € f(u)} = ¢(u).
O

initial fix, atunci Vu € U,Vx € f(u),x e functia constantd.

DEMONSTRATIE. Existd tg € R asa incdt pentru orice u € U avem starea
initiald 1% € B™ cu Vz € f(u),Vt < to,z(t) = u’. Pe de altd parte, pentru un
v € U, existd p'® € B" cu Vy € f(v),Vt < to,y(t) = p/°. Pentru un d € R arbitrar
alegem v = uo 74 Din f(v) = f(uo7¢) = {x o1z € f(u)} deducem

Vo € fu),Vt < to, u° = z(t) = z(t — d) = p"°
si deoarece d e arbitrar obtinem ci x e constant. O

TEOREMA 163. Dacd f e invariant in timp, atunci f* e invariant in timp.
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DEMONSTRATIE. Mai intai, s remarcdm cd dacd U e invariant la translatii,
atunci U* are aceeagi proprietate: pentru orice d € R si orice u avem

wel*—=70elU —=Tor%eclU=uorlclU = uor?e U™

Mai departe, sd ludm niste d € R si u € U* arbitrare. Putem scrie
frluor?) ={T|lz € fluor))} ={Tlz € f(@or))} = (Tl € {yo |y € f(W)}} =

={yorilye f(@)} ={roriTe f(@)} = {zori|z € f*(u)},
agadar f* e invariant in timp. O

TEOREMA 164. Presupunem cd sistemul f e invariant in timp. Atunci f=!:

X — P*(S), unde X = |J f(u) € S™, e invariant in timp.
uelU

DEMONSTRATIE. S& ardtdm mai intai cad X e invariant la translatii. Fie z € X,
cu alte cuvinte existd u € U aga incat © € f(u). Pentru un d € R arbitrar, din
invarianta lui U la translatii, avem uwo7? € U in timp ce din invarianta lui f, avem
rorle f(uor?). Deci z o7 € X.

S& ardtd#m acum ci f~! e invariant in timp. Ludm niste d si u, z arbitrare asa
incat u € f~1(z). Aceasta insemnid ci u € U si x € f(u). Pentru ci uo7? € U si
ror? e fluoT?), avem uord € f~1(zo7?). O

TEOREMA 165. Produsul cartezian al sistemelor invariante in timp e un sistem
mvariant in timp.

DEMONSTRATIE. Considerdm sistemele invariante in timp f : U — P*(S(™),
UeP(S™)sif:U — P<(8")), U € P*(S™)). Fiede R,ue U, u €U’
arbitrare. Deducem

uxu eUxU =uelUsiv el = uor?eUsivor? el =

— uordxu ot cUXxU = (uxu)or?cUxU.

Deci U x U’ e invariantd la translatii. Pentru orice d € R si orice u x v/ € U x U’

obtinem

(f x ) (uxu)or?)=(f x fYuor?xu' or?) = fluor?) x f'(u' 07%) =
={yxylye fluor?),y € f(Wor?)} =
={yxylye{rorize flu)}y €{z oz’ € f'(u)}} =

={zordxa otz € f(u),2’ € f'(u)} = {(xxa")ord(xxa') € (f x f)(uxu)}.

O

TEOREMA 166. Legarea in paralel a sistemelor invariante in timp e un sistem
mvariant in timp.
TEOREMA 167. Sd considerdm sistemele invariante in timp f : U — P*(S(™),
Uec P*(S™) sih: X — P*(S®), X € P*(S™) asa ca incluziunea |J f(u) C X
uelU
sd aibe loc. Atunci prin legarea lor in serie hof : U — P*(S(p)) se obtine un sistem
mvariant in timp.

DEMONSTRATIE. Fied € R, uw € U si y € (ho f)(u) arbitrare, ceea ce indicd
existenta unui x € f(u) cu y € h(x). Avem zo7¢ € f(uo7?) siyor? € h(zo71?)
din invarianta in timp a lui f si h, rezultand ci y o 7¢ € (ho f)(uo79). O
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TEOREMA 168. Fie sistemele invariante in timp f : U — P*(S™), ¢g:V —
P*(SM), U,V € P*(S"™). Dacd Ju € UNV, f(u) Ng(u) # 0, atunci fNg e
invariant in timp.

DEMONSTRATIE. S& notdm W = {uju € U NV, f(u) N g(u) # 0} si sd ardtdm
cit aceastd multime e invariantd la translatii. Fied € R siu € W, asadaru € UNV
si f(uw)Ng(u) # 0. Ludm un = € f(u) N g(u). Din invarianta lui U si invarianta
lui V la translatii deducem v o 7% € U NV, iar din invarianta in timp a Iui f si g
rezultd x o 7% € f(uo7?) Ng(uord). Deci fluoT)Ngluord) #Dsiuord e W.

Faptul ci = € (fNg)(u) = zor? € (fNg)(uot?) a fost deja aritat. Concluzia
e cd fNg e invariant in timp. U

TEOREMA 169. Reuniunea sistemelor invariante in timp e tnvariantd in timp.

OBSERVATIE 47. Sistemele autonome invariante in timp au suportul U si multi-
mea X € P*(S™) invariante la translatii. Versiunea conceptului de autonomie din
Definitia 51 c¢) retine doar cerinta de invariantd la translatii a lui X.

Urmdtoarele doud teoreme sunt similare Teoremei 160 gi demonstratia lor se
omite.

TEOREMA 170. Pentru sistemul f, urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) f e auto-dual gi invariant in timp;

b)Vd € R,Yu,u € U =T o7? € U i, mai departe, Vd € R,Yu € U,Vz,x €
flu)=Torle f(uord).

TEOREMA 171. Fie sistemul f. Urmdtoarele proprietdti sunt echivalente:

a) [ e simetric §i invariant in timp;

b) Vd € R, pentru orice bijectie o € S({1,...,m}),Yu,u € U => u,o7? € U si
Vd € R, pentru orice o € S({1,...,m}),Vu € U,Vz,x € f(u) = xo1¢ € f(u,o7?).

9. Neanticipativitate, prima definitie

DEFINITIE 63. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S™)) e neanticipativ
dacd pentru toti uw € U gi toti x € f(u) satisface una din urmdtoarele afirmatii:

a) x e constant;

b) u,x sunt ambele variabile si avem

(9.1) min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|z(t — 0) # x(t)},

i.e. prima comutare a intrari e anterioard primei comutdari a starii. Dacd f nu
indeplineste proprietatea anterioard, e numit anticipativ.

OBSERVATIE 48. In [11] atributul dinamic’ e considerat ca sinonim al lui nean-
ticipativ’ §i inca o alta terminologie identificatd in literaturd e aceea de sistem
‘cauzal’. Putem insd privi sistemele dinamice ca reprezenzdnd un caz particular al
sistemelor (asincrone) de care nu ne ocupdm in aceastd carte §i cauzalitatea ca fiind
proprietatea generald a sistemelor de dependentd a efectelor de o cauzd, situatie in
care ambele caracteristici sunt nelegate de intentiile noastre din aceastd sectiune.
Din acest motiv noi vom utiliza doar notiunea de neanticipativitate.
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Neanticipativitatea (Definitia 63) inseamnd cd sistemul f e in echilibru?®, asa
cum rezultd el prin existenta intervalului de timp (—oo,tg) in care u §i x sunt
constante: Uj(—oo,ty) = U(to —0) §i T|(—s0,t0) = (to — 0); atunci singura posibilitate
de a depasi aceastd situatie e comutarea intrarii. Concluziondm cd pentru astfel
de sisteme prima comutare trebuie sd fie aceea a intrari si doar dupd aceea poate
wrma prima comutare a Starii.

EXEMPLU 53. Sistemul f cu Vu € U,Vx € f(u),x e functia constantd e nean-
ticipativ.

EXEMPLU 54. Sistemul 7 : Sm) - S, Yu e §m), T (UL, ey Uy ooy U ) = Uy,
Jj €{1,..,m} e neanticipativ, deoarece sau u; e constant, sau u; e variabil de unde
rezultd cd u e variabil. In acest din urmd caz avem

min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|u;(t —0) # u;(t)}.

EXEMPLU 55. Ezxzemplul anterior e generalizat prin afirmatia cd orice sistem
combinational ideal Fy cu d > 0 e neanticipativ. Intr-adevdr, pentru orice ty,
Uj(—o0,t0) = U(to—0) implicd Fg(u)|(—oo,ty) = Fa(u)(to—0) si dacd u(to—0) # u(to),
atunci F(u(to — d —0)), F(u(to — d)) reprezintd doud valori care pot fi egale sau
diferite.

EXEMPLU 56. Urmdtorul sistem S — S,

zt)= [ wu(®)
ge(foovt]
e neanticipativ deoarece pentru orice u € S, sau x e constant, sau e variabil cu
exact o comutare de pe 1 pe 0. In cel de-al doilea caz putem scrie
2(—00+0) =u(—oc0+0) =1,
min{t|z(t — 0) # x(t)} = min{t|lz(t — 0) - z(t) =1} =
= min{tju(t — 0) - u(t) = 1} = min{t|u(t — 0) # u(t)}.
ExXEMPLU 57. Sistemul S — S,
z(t)= |J )
£€[t,00)
e neanticipativ.

EXERCITIU 2. Sa se analizeze din punctul de vedere al neanticipativitatii sis-

temul f: S®) — P*(8S) definit de dubla inegalitate

ur(t) < z(t) <up(t) Uus(t)
in urmdtoarele patru cazuri: a) ui(—oo+0) = 0, uz(—00+0) = 0; b) us(—c0+0) =
Lyug(—o00 +0) = 0; ¢) uz(—00 +0) = 0,uz(—00 +0) = 1; d) us(—o0 +0) =
1,ug(—00+0) = 1.

TEOREMA 172. Dacd g: V — P*(S™),V € P*(S'™)) e un sistem neanticipa-
tiv, atunci orice sistem f: U — P*(8), U € P*(S™) cu f C g e neanticipativ.

2Moisil numegte acest echilibru ’pozitie de repaus’; toate sistemele sale isi pornesc evolutia
dintr-o pozitie de repaus, am dat un exemplu relevant in acest sens la pagina xii. Presupunerea
existentei unei pozitii de repaus ’simplificd considerabil argumentarea’. Dac# avem un circuit fira
o astfel de pozitie, il inlocuim cu un altul care o are, prin introducerea unei noi intriri: legarea la
sursa de alimentare ([22], pagina 521).

3Moisil presupune implicit cd modelele sale sunt neanticipative in sensul Definitiei 63



9. NEANTICIPATIVITATE, PRIMA DEFINITIE 83

DEMONSTRATIE. Fie u € U. Avem urmétoarele posibilitati:

i) u e constant. Din Definitia 63 avem ci Va € g(u), x e constant, in particular
Vo € f(u),z e constant. Asadar, f e neanticipativ;

ii) u e variabil. Fie x € f(u) arbitrar. Atunci

ii.1) = constant implicd faptul c& f e neanticipativ, prin Definitia 63 a);

ii.2) x e variabil. Ca element al lui g(u),x satisface (9.1) si, prin Definitia 63
b), f e neanticipativ. O

TEOREMA 173. Dacd f e un sistem neanticipativ, atunci dualul squ f* e un
sistem neanticipativ de asemenea.

DEMONSTRATIE. Fie w € U* g¢i © € f*(u) alese in mod arbitrar. Dacd z
e constant, atunci f* e neanticipativ, deci putem presupune ci x e variabil, cu
implicatia ci T € f(u) e variabil. Prin Definitia 63 b), avem ci u e variabil si

min{¢[u(t — 0) ()} = min{tju(t — 0) # u(t)} <
< min{t|z(t — 0) # z(¢)} = min{¢|Z(t — 0) # Z(¢)},
agadar f* e neanticipativ. O
TEOREMA 174. Dacd f : U — P*(S™),U € P*(8"™) gi f: U’ — P*(S™)),
U e P*(S (ml)) sunt sisteme neanticipative, atunci produsul lor cartezian e nean-
ticipativ.
DEMONSTRATIE. Ipoteza afirmi satisfacerea urméatoarelor proprietiti
Yu € U,Vz € f(u), (x e constant) sau
sau (u, x sunt variabile si min{t|u(t — 0) # w(t)} < min{¢|z(t — 0) # z(¢)}),
vu' e U',\Vz' € f'(u), (2’ e constant) sau
sau (u', 2" sunt variabile si min{t|u'(t —0) # u'(t)} < min{t|2’(t — 0) # 2/ (t)}).
Pentru u € U, z € f(u), v € U', 2’ € f'(u’) alese in mod arbitrar, prin conjuctia
proprietétilor de mai sus se obtine disjunctia urméatoarelor patru afirmatii:
a) x e constant gi 2’ e constant de unde x x 2’ € (f X f')(u x u’) e constant;
b) x e constant, w’,z’ sunt variabile gi min{t|u'(t — 0) # v/(¢t)} < min{t|2’(t —
0) #2'(t)} deunde u x v’ si & x &' € (f x f")(u x u’) sunt variabile gi
min{t|(u x v’ )(t —0) # (u x u')(¢)} < min{t|u'(t —0) #u'(t)} <
< min{t|z’'(t — 0) # 2'(¢)} = min{t|(x x z’)(t — 0) # (x x 2’)(t)};
¢) u,z sunt variabile gi min{t|u(t — 0) # w(t)} < min{t|z(t — 0) # z(¢)} si 2’ e
constant. Similar cu b);
d) u, z sunt variabile si min{t|u(t —0) # w(t)} < min{t|x(t—0) # x(¢t)} si v’, 2’
sunt variabile si min{¢|u’(t — 0) # «/(¢)} < min{t|z'(t — 0) # 2'(¢)}.
Deducem ci u x v’ gi x x 2’ € (f X f/)(u x u’) sunt variabile si
min{t|(u x u')(t —0) # (u x u')(t)} =
= min{min{t|u(t — 0) # w(t)}, min{t|u’(t — 0) #u'(t)}} <
< min{min{t|z(t — 0) # x(¢)}, min{t|z’(t — 0) # 2'(t)}} =
=min{t|(z x 2')(t — 0) # (z x 2')(¢) }.

Am ar#itat cd f x f’ e neanticipativ in toate cele patru cazuri a),...,d). O
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TEOREMA 175. Dacd f : U — P*(8™) g f : U} — P*(S"), U, U} €
P*(S™) sunt sisteme neanticipative si U N U] # 0, atunci legarea lor in paralel e
§t ea neanticipativd.

DEMONSTRATIE. Ipoteza afirmi conjunctia afirmatiilor
VYu e UNU;,Vx € f(u), (x e constant) sau
sau (u, x sunt variabile si min{t|u(t — 0) # w(t)} < min{t|x(t — 0) # z(¢)}),
Vu e UNU;,V2' € fi(u), (2" e constant) sau
sau (u, 2’ sunt variabile si min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|z'(t — 0) # 2/(t)})
etc. (]

TEOREMA 176. Fie sistemele f : U — P*(S™),U € P*(S™) gi h : X —

P*(S®), X € P*(S™) cu proprietatea ci |J f(u) C X. Dacd f si h sunt nean-
uelU

ticipative, atunci legarea lor in serie ho f : U — P*(S®P)) e un sistem neanticipativ.

DEMONSTRATIE. Fieu € U ales in mod arbitrar, pentru care avem urmatoarele
posibilitati:

a) u e constant. Din Definitia 63 aplicatd lui f obtinem ci Vz € f(u),z e
constant gi din Definitia 63 aplicatd lui h obtinem ci Yy € h(x), y e constant. Deci,
din Definitia 63 a), h o f e neanticipativ;

b) u e variabil. Ludm un x € f(u) arbitrar si din Definitia 63 aplicatd lui f
avem existenta a doud posibilitati:

b.a) z e constant. In acest moment putem aplica Definitia 63 lui h, decurgand
cd Yy € h(z),y e constant de unde, ludnd in considerare Definitia 63 a), ho f e
neanticipativ;

b.b) x e variabil si satisface min{t|u(t — 0) # u(¢)} < min{t|z(t — 0) # =(t)}.
Luim un y € h(zx) arbitrar, din Definitia 63 aplicatd lui h, rezultand existenta a
doud posibilitati:

b.b.a) y e constant. Din Definitia 63 a) decurge ci h o f e neanticipativ;

b.b.b) y e variabil si satisface min{t|x(t — 0) # x(t)} < min{t|y(t —0) # y(¢)}.
In acest caz

min{t[u(t — 0) # u(t)} < min{t|z(t — 0) # x(t)} < min{ty(t — 0) # y(t)},
de unde h o f e din nou neanticipativ. O

TEOREMA 177. Dacd f e neanticipativ si g e un alt sistem, atunci f N g e
neanticipativ.

DEMONSTRATIE. Tinem cont de faptul cad f Ng C f si de Teorema 172. (]

TEOREMA 178. Fie sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(S™), U,V €
P*(S(m).

a) Dacd f,g sunt neanticipative, atunci f U g e neanticipativ de asemenea.

b) Dacd f U g e neanticipativ, atunci f,g sunt ambele neanticipative.

DEMONSTRATIE. a) Fie w € UUV g x € (f Ug)(u) arbitrare. Existd trei
posibilitdti: u e U\ V,u e VAU siu € UNV etc.
b) Sunt adevirate incluziunile f C fUg,g C fUg si aplicdim Teorema 172. [
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OBSERVATIE 49. Sistemul autonom f = X e neanticipativ dacd suntem in una
dintre urmdtoarele situatii: a) Vo € X, x e constant, b) 3x € X, x e variabil; atunci
orice u € U e variabil si (9.1) are loc.

Pentru sistemul determinist f : U — S U € P*(8(™)), conditia de neantic-
ipativitate e: Yu € U, a) f(u) e constant sau b) u,x = f(u) sunt ambele variabile
st satisfac (9.1). Dupd cum am mentionat deja, acesta e cazul sistemelor combi-
nationale ideale.

10. Alegerea lui 0 ca moment initial al timpului
NOTATIE 22. Folosim notatia
S™ = {ulu € ST Vt < 0,u(t) = u(0 — 0)}.
_ TEOREMA 179. Formuldm wrmdatoarele proprietati relative la un sistem f :
U — P*(S™), U € P*(S™) .
i)U C S(()m);
i) Yu e U, f(u) c S
iii) Vd € R,Vu € U, Vz,
(x € f(u) siuot? e (7) — zorde ]?(UOTd).

a) Se dd sistemul neanticipativ invariant in timp f : U — P*(S™),U €
P*(S™). Definim sistemul f : U — P*(S™) prin

U={uueUnS™ si flu)nsi™ 0},

(10.1) Vue U, fu) = f(u)nS§™.
Sistemul f indeplineste i), i), i) si e de asemenea neanticipativ.
b) Fie sistemul f : U — P*(S™) satisfacand proprietatile i), i), iii) si nean-
ticipativitatea. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S(™) definit de
U={uorldeR,ucU},

Vde R,Vue U, fluor?) = {zoriz e f(u)}

e tnvariant in timp s neanticipativ.

DEMONSTRATIE. a) Ardtdm ci& U N S(()m) # (). Fie u € U si avem posibilititile
urmatoare:

1) u e constant. Atunci u € S™, deci u € U N S{™;

2) w e variabil.

Notdm d = min{¢|u(t — 0) # u(t)}. Dacd d > 0, atunci au loc u € S(()m) si
uelUn S(()m). Dacd d < 0, atunci pentru orice d’ > —d, e adevirat ci uo 7 € U
deoarece U e invariantd la translatii si v o = Sém) e de asemenea adevirati, de
unde avem uo7¢ € U N SS™.

Arstam i U # 0. Lusm un u € U N SS™ arbitrar. Daci f(u) N S # 0
proprietatea e adevirati, in caz contrar fie un x € f(u). Faptul cd z ¢ Sén) aratd
cd e variabil si dacd notdm cu d = min{¢t|z(t — 0) # z(¢)}, avem d < 0. Observim
ciuor? e U uor? e S(S’”), zor? € fluor?)sizor? € S(g") au loc pentru toti
d' > —d. Cu alte cuvinte uo ¢ € U.
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Aceasta arats ci f e bine definitd, in sensul ¢& U # 0 si Vu € U, f(u) # 0. Mai
mult, i) si ii) sunt satisfdcute in mod evident.

Aratam acum adevirul lui iii). Ludm d € R, u € U , x arbitrare astfel incat
T € f( YsiuoT? € U. Avem urmétoarele posibilititi:
j) * e constant. Atunci 2 0 7% = z e constant si x o 7¢ € S ")

jj) x e variabil. Deoarece x € f(u), din neanticipativitatea 1u1 f avem cid u e
variabil si

0 < min{t|(uo r)(t — 0) # (wo79) (1)} < min{t|(z o 79)(t — 0) # (z o7 (1)},

ceea ce aratd cd x o7 € S(()n)

In ambele cazuri j), jj), = € f(u) a implicat x € f(u) si, mai departe, x o 7% €
f(u o 7?) din invarianta in timp a lui f si, in cele din urmi, x o 7¢ € f(u o 7%)
(= fworh) N S,

Deoarece f C f, neanticipativitatea lui f e o consecintd a Teoremei 172.

b) Ardtdm ci f e bme definitd in sensul ci dacd d, d’ c R ex1sta w,v el
asa incat u o 7% = vo 1%, obtinem f(uOTd) = f(vor?). Fiezord e f(uOTd)
Deducem ci z € f(u )siv = = worid ¢ U. Din iii) avem ci z o 794 € f( ),
ie. 2o =207 077 ¢ fvor?). Am obtinut c& f(uor?) C fvor?) s
incluziunea inversd se aratd in mod similar.

Aratam cd U e invariantd la translatii. Fie v € U. Existd atunci d € R si
u € U asa incat v = uo7¢. Pentruun d’ € R arbitrar, deoarece vor? = yo7d+d
deducem vor? € U.

Aritdm cd f e invariant in timp Fiev € U giy € f(v), ceea ce inseamni ci
existiu e Uside R cuv *uOT - Obtinem y € fluoTd) = {xoriz € f(u)}
Cu alte cuvinte 3o,y = zo7% si x € f( ). Ludm un d’ € R arbitrar pentru care
yord =zortd yord e {zor |z e f(u)} = fuor™d) = f(vor?).

Ardtdm acum ci f e neanticipativ. S& ludm, ca mai inainte, v € U gi y € f(v),
pentru care existi u € U,z € f(u) sid € R asa incat v = uor? i y = zo7%. Avem
urmé&toarele posibilitati:

I) y e constant. Atunci f e neanticipativ;

IT) y e variabil. Atunci x € f(u) e variabil si ipoteza privitoare la neanticipa-
tivitatea lui faﬁrmé cd u e variabil si

min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|z(t — 0) # x(¢)}.

Ad#ugidm d ambilor termeni ai inegalititii si obtinem
min{t[v(t — 0) # v(t)} = min{t|(uo 7 (t — 0) # (uo7)(t)} <

< mint]( 0 7)(t — 0) # (x 0 79)(8)} = minfely(t — 0) # y(H)}.
O

OBSERVATIE 50. Importanta teoremei precedente e aceea cd ea dd circum-
stantele in care putem alege 0 ca moment initial al timpului, simplificand un pic
studiul sistemelor asincrone. Folosim deseori in aplicatii aceastd posibilitate.

Observim cd aceastd teoremd reprezintd trecerea de la S la S(()m) stmilard
trecerii din Capitolul 3 de la Dif f(™ la Sm) i trecerii din Capitolul 4 de la Sm)
la SU). Pe de alta parte, proprietdtile i), i) aratd similar lui b), ¢) din Definitia
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37 i i) aratd similar Definitiei 62 a invariantei in timp, adaptate situatiei cand
U nu e invariantd la translatii (vezi Lema 2, a)).

11. Neanticipativitate, a doua definitie

DEFINITIE 64. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S(™) se numeste nean-
ticipativ daca ¥Vt € R, Yu € U, Yv € U,

Ul(=00,) = Vl(~o0,t) = {%|(~o0,q|T € F(u)} = {Y)(—c0ly € f()}
e adevdratd gt anticipativ in caz contrar.

OBSERVATIE 51. Definitia 64 afirmd cd pentru orice t si orice u, restrictiile
T|(—ooy) unde x € f(u) depind doar de restrictia uj—oo,r) §i sunt independente de
valorile u(t'),t’ > t. Cu alte cuvinte, prezentul depinde de trecut gi e independent
de wvittor sau, mai corect, istoricul tuturor starilor posibile, incluzdand si prezentul
lor, depinde doar de istoricul intrdarii si nu depinde de valorile prezente si viitoare
ale intrarii. Definitia aratd cd Vt € R existd o functie fi care asociazd Yu € U lui
U|(—o0,t) Multimea

fe(u(—oo,) = {2)(—c gl € f(u)}-

Definitia 64 reprezintd o noud perspectivd asupra neanticipativitatii, diferitd de
precedenta din Sectiunea 9 i cele doud proprietdti sunt logic independente. Atunci
cand vom face comparatii intre cele doud notiuni de meanticipativitate vom spune
explicit la care dintre ele ne referim. Cand vom folosi doar cuvdntul ‘neanticipativ-
itate’, acesta se va referi implicit la notiunea definitd in acestd sectiune.

EXEMPLU 58. Sistemul determinist f : S(™ — S,
Vu € ST, f(u) = x0.1) ® (u107") * X[1.00)

e neanticipativ in sensul Definitiei 64. Sistemul f e anticipativ in sensul Definitiei
63 deoarece pentru u1 = X[p.o0), U2 = .. = Uy = 0 se obtine min{t|u(t —0) #
w(t)} =2>0=min{t|z(t — 0) # z(t)}.

EXEMPLU 59. Sistemul determinist f : S — S,

vue s ={ o 0
e anticipativ in sensul Definitiei 64 deoarece pentru t; = 1, u = X[0,00): U = X[0,2)
AVEM U|(—o00,t,) = V|(—o0,tr) 40T 1j(—001] 7 X[0,2) (- oo - Totusi sistemul e neantici-
pativ in sensul Definitiei 63.
EXEMPLU 60. Sistemul determinist f: S — S

1,dacd u = X0
Vue S, f(u) = { wor~! altfig(), )

e anticipativ in sensul ambelor Definitii 63 si 64.
EXEMPLU 61. Sistemul determinist

Da(t) = (z(t —0)®u(t—0))- | Du(§)
Ee(t—d,t)
u,x € S,d > 0 e neanticipativ in sensul ambelor Definitii 63 si 64. Ideea exprimatd
de acestd ecuatie e: x comutd la acele momente de timp cind u a indicat necesitatea
unei astfel de comutari (x(t — 0) @ u(t — 0) = 1) timp de d unitali temporale



88 5. PROPRIETATILE GENERALE ALE SISTEMELOR

(w|[t—d,) € functia constantd, cu derivatd nuld in intervalul (t — d,t)). Aceastd
ecuatie modeleazd circuitul de intdrziere.

TEOREMA 180. Dacd f e neanticipativ, atunci functia sa stare initiald ¢, sat-
isface
Vu € U,V € U, u(—o0 + 0) = v(—00 + 0) = ¢g(u) = ¢¢(v).
DEMONSTRATIE. Fie u,v arbitrare aga incat u(—oo+0) = v(—oo+0). Asadar
existé un ¢ Cu Uj(—oo,t) = v|( o,t)- Din neanticipativitatea lui f obtinem {z(_o 4|z €
u)} = {y| —oit]|y € f(v)} si aceasta implicd
(u) = {z(-00 + 0)z € f(u)} = {y(—00+ 0)ly € f(v)} = Go(v
O
OBSERVATIE 52. Teorema precedentd aratd existenta unei functii partiale B™ —
P*(B"™) care asociazd lui u(—oo 4+ 0) multimea {x(—oc0 + 0)|z € f(u)}.
TEOREMA 181. Dacd f e neanticipativ, atunci f* e neanticipativ de asemenea.
DEMONSTRATIE. Vit € R,Vu € U*, Vv € U*,
Uj(—o0,t) = U|(—o0, t) = Uj(—o0,t) = Wfoo t)
= {x|( oot]|x€ f }* {y\ oot]|y€ f }
= {2)(—c |z € [T(W} = {Y(—o0gly € f*(v)}
O
TEOREMA 182. Fie sistemele f : U — P*(S™), U € P*(S™), f': U —

P8, U € P*(S™)). Dacd f, f sunt neanticipative, atunci f X f' e neantic-
ipativ.
DEMONSTRATIE. Pentrut € R,u € U,v € U,v € U',v' € U’ arbitrare, ipoteza
afirmi
Uj(=o0,8) = V(=00,t) S Uf(—c0,t) = Vl(—o0):
Din neanticipativitatea lui f se obtine
{2)(—ooglr € f(u)} = {Y)(—ooly € f(V)},

iar din neanticipativitatea lui f’ rezultd

{»’Uf(foo,tﬂw' e fl(u)} = {y\l(,oo,tﬂyl e f'(v)}.

Prin conjunctia ultimelor dous afirmatii avem

{(@x 2ol xa’ € (f < f)uxu')} = {(yxy)|(—oolyxy € (f x f)(vx0)}
ceea ce aratd faptul cd f x f’ e neanticipativ. O

TEOREMA 183. Consideram sistemele f : U — P*(S™), U € P*(S™), fi :
Ul — P*(8")), Ul € P*(S"™) cu proprietatea ca U NU, # 0. Dacd f, f| sunt
neanticipative, atunci legarea in paralel (f, f1) e neanticipativd i ea.

TEOREMA 184. Se dau sistemele f : U — P*(S™), U € P*(S™), h: X —

P*(S®), X € P*(S™) avand proprietatea ca |J f(u) C X. Dacd f,h sunt nean-
uelU
ticipative, atunci legarea in serie h o f e neanticipativd de asemenea.
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DEMONSTRATIE. Fiet € R,u € U,v € U arbitrare. Avem

U|(—oco,t) = V|(—oco,t) = {55\ oot]|$ € flu)} = {y\( o]y € f(v )}

— {2 lt € Fu),2 € h(2)} = {_egly € F(), 2’ € hy))

= {20012 € (ho )W)} = {2[_oeyl?’ € (ho f)(v)},
ceea ce implicd neanticipativitatea lui ho f. O
TEOREMA 185. Fie sistemele neanticipative f : U — P*(S™), g : V —

P*(St), U,V € P*(S™). Daca UNV # 0 si Ju € UNV, f(u) Ng(u) # 0
atunci f N g e neanticipativ.

)

DEMONSTRATIE. S& punem W = {ulu € UNV, f(u) N g(u) # 0} si sd ludm
nigte t € R,u € W,v € W arbitrare aga incat ipoteza

ul(_oort) = U\(—oo,t)

sd fie adeviratd, ceea ce aratd ci
{2)(—oonlz € f(W)} ={Y(—c0uly € f(V)},

{2)(—oolz € (W)} = {Y)(—coyly € g(v)}

sunt ambele adevirate. Intersectdm termenii stangi si pe cei drepti ai celor dou&
ecuatii si obtinem

{21l € (fNg) (W)} = {2)(—oc,ylr € fu) Ng(u)} =
={Z)(coo,glT € f(W)} N{Z|(—ooylr € g(u)} =
= {Yl(—o0t)l¥ € F(V)} N {Y)(—o0r)|y € 9(v)} =

= {Y)(coo)|y € F(¥) Ng(V)} = {Y)(—00r)ly € (f N g)(v)}.
O

EXEMPLU 62. Fie U = {0,X[0,00)} §¢ f : U — S sistemul determinist dat de
F(0) = Xf1,00)» f (X[0,00)) = X(—00,0)- El € anticipativ deoarece 0)(—o0,0) = X[0,00)|(=0,0)
§6 X[1,00)|(—00,0] #* X(—00,0)|(—o00,0]- N acelati timp, f e reuniunea (disjunctd) a sis-

temelor fi : {0} — S, f2 1 {X[0,00)} = S definite de f1(0) = X{1,00), f2(X[0,00)) =
X(—o0,0)- Sistemele f1 gi fo sunt ambele neanticipative. Concluzionam cd, in gen-
eral, reuniunea sistemelor neanticipative nu e un sistem neanticipativ.

TEOREMA 186. Orice sistem autonom X € P*(S™) e neanticipativ.

DEMONSTRATIE. Pentru orice t € R,u € U,v € U avem

U|(—o00,t) = V|(—o00,t) — {x‘(_oo7t]|x S X} = {x‘(_oo7t]|x S X}
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12. Alte definitii ale neanticipativitatii. Neanticipativitatea*

DEFINITIE 65. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S"™)) e numit neantici-
pativ dacd satisface una din urmdtoarele conditii:
i)Vt e R,Yu e U,Yv € U,

Uj(—o0,t) = V|(—o0,t) = {2()[z € f(u)} = {y(t)ly € f(v)};
it) Vt € R,Yu € U,Yv € U,3d > 0,
Ujj—dp) = V|it—d,r) = {2()]z € f(u)} = {y(®)|y € f(v)};
iit) Vt € R,3d > 0,Vu € U,Yv € U,
Uji—d,p) = V|it—d,r) = {z(D)]z € f(u)} = {y(®)|y € f(v)};
iv) 3d > 0,Vt € R,Vu € U,Yv € U,
Ujj—dp) = V|it—d,r) = {2()]z € f(u)} = {y(t)|y € f(v)};
v) Vit € R,Vu € U,Vv € U,
Uj(—00,t] = V)(=o0,t] = {Z|(—o0, T € f(U)} = {Yj(—oe,ly € f(V)};
vi) Vt € R,Vu € U,Yv € U,
U|(—o0,t] = V|(—o0,t] = {2(t)|7 € f(u)} ={y(t)|y € f(v)};
vig) Vi € R,Vu e UVv € U,3d,3d,0 <d < d’ gi
Ut t—d) = V|[i—dr i—d) = {2(t)|z € f(u)} ={y()|y € f(v)};
vitg) Vi € R,3d,3d',0 < d < d' giVu e U, Vv e U,
Ul t—d) = V|[i—dr i—d) = {2(t)|z € f(u)} ={y()|y € f(v)};
ir) 3d, 3,0 <d < d giVt e R,Vu € U,Yv € U,
Uj[t—d t—d] = V|t—d't—d) = {2(t)|z € f(w)} = {y(t)|ly € f(v)}.

TEOREMA 187. Fie f : U — S™ e un sistem determinist. Atunci Definitia
65 v) si Definitia 65 vi) sunt echivalente, iar Definitia 64 si Definitia 65 i) sunt
echivalente in acest caz si ele.

DEMONSTRATIE. Demonstrim prima afirmatie. Deoarece v)==-vi) e evident,
ardtdm vi)=>v). Si presupunem prin absurd ci v) nu e adevidratd, i.e. It €
R,3u € U,3v € U7U\(—oo,t] = U|(—o0,{] si f(u)|(,m7t] #* f(v)|(,m7t]. Aceasta
inseamnd existenta lui ¢y < ¢ asa INCAL Uj(—oo,to] = Vj(—oo,to] S1 f(w)(to) # f(v)(t0),
contradictie cu vi). O

OBSERVATIE 53. In Definitia 65, toate punctele i),...,0x) exprimd aceeasi idee
ca i Definitia 64, anume cd prezentul depinde de trecut doar gi e independent de
vigtor. Implicatiile sunt:

) = i) = #) = i) <= Definitia 64
\ \
ir) = wiil) = wil) = i) <= v)

In ii),...,iv), vii),...,iz) apare ideea de mdrginire a memoriei: existd sisteme ale
cdror stari nu depind de intregul segment de intrare u|(—co 1), ¢t doar de ultimele d
unitati de timp ale sale wt_q.4) 0 similar pentru wj(—oo 4] § W|[t—d’ t—d)-
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Sd aruncam acum o privire asupra proprietdtii de neanticipativitate iv). Re-
marcam cd dacd d > 0 e un numdr pentru care ea e satisfacutd, atunci orice numdr
d' > d o satisface de asemenea: Vt € R,Vu € U,Vv € U,

Ui 1) = Vlp—art) = {2(t)|z € f(u)} ={y(t)ly € f(v)}.

Problema pe care ne-o punem e dacd multimea acelor d care satisfac implicatia i) e
mdrginitd inferior de un d”’ > 0, deoarece avem gi o proprietate de neanticipativitate
vVt e R,Vu € U,Yv € U,

u(t = 0) =v(t —0) = {z(t)|lz € f(u)} = {yt)ly € f(v)}
ca in urmatorul exemplu
u(t—0)-z(t)=0

in care u,x € S. Dacd aceastd margine inferioard existd, obtinem o noud nuantd a
conceptului de neanticipativitate. Problema de existentd a unei astfel de margini e,
in principiv aceeagi dacd d e variabil ca in i1), iii) sau dacd in locul unui parametru
d avem doi parametri d,d si doud margini, ca in vii), viii), iz).

Sd mai remarcam cd rationamentul din Teorema 187 e imposibil dacd f e nede-
terminist. Presupunem pentru a ardta acest lucru cd sistemul f : S — P*(S) sat-

isface f(0) = {0,1}, f(Xp,00)) = {X(=00,0)sX[0,00)}> unde 0,1 € S sunt functiile
constante. Avem vt €[0,2),

O\(foo,t] = X[2,00)[(—00,t] 81
81 {0)(=00,1]s Lj(=00,t] } 7# {X(=00,0)|(=00.t]> X[0,00) [(—00,] } i

si {z(t)|lz € f(0)} ={0,1} = {y(®)ly € f(X[2,00))}-
EXEMPLU 63. Sistemul Iy : S — S definit de Vu € S, x(t) = I4(u)(t) = u(t—d),
satisface pentru d > 0 proprietdatile de neanticipativitate i),...,ix) din Definitia 65
la fel ca si proprietatea de mdrginire inferioard de la sfarsitul Observatiei 53.

EXEMPLU 64. Fie sistemele S — P*(S) definite de inegalitatile

) w©) <),

EE[t—d, 1)
)< | w©),
Ee[tfdfvt)
N wO<zm< |J .
E€[t—d,,t) e(t—dy,t)

in care d, > 0,dy > 0. Ultima dintre ele reprezintd intersectia primelor doud. Cele
trei sisteme satisfac toate proprietdatile de neanticipativitate i),...,ix) din Definitia
65, tmpreund cu proprietatea de mdrginire din Observatia 53 (se vede cd marginile
inferioare sunt d,,dy si max{d,,dy}).

EXEMPLU 65. Sistemele S — P*(S) descrise prin inecuatiile

N @ <a),

feft—d t—d]

zty<  J w®),

cclt—d’ t—d)
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in care 0 < d < d, la fel ca si intersectia lor
N wO<zty<  J  ul®),
ceft—d! t—d) tet—d’ t—d)
satisfac proprietdtile de neanticipativitate v),...,iz) din Definitia 65.
EXEMPLU 66. Sistemul S — P*(S) definit de
t
/ u < z(t)
—o0
(vezi Exemplul 30 pentru definitia integralei) satisface proprietdatile de neanticipa-
tivitate v), vi) din Definitia 65.
EXEMPLU 67. Notam cu ¢ : S — R functia
(m) _ 0, dacd u e constant
Vu € S, p(u) { min{t|u(t — 0) # u(t)}, dacd u e variabil
Sistemul determinist
x(t) = N u(g),
Seft—pt(u),t—9(u)]
u,x € S, satisface proprietatea de neanticipativitate vii) din Definitia 65.

DEFINITIE 66. Sistemul f se numeste neanticipativ® dacd satisface Vt €
R,Vu e U,Vv € U,

(Ulft,00) = Vit.00) St {z(B)]2 € f(w)} ={y()ly € f(v)}) =
:>{x|[too|x€f }*{y\[too ly € f(v )}
st anticipativ® in caz contrar.

OBSERVATIE 54. Spre deosebire de neanticipativitate care leagd trecutul gi prezen-
tul intrarilor gt starilor, neanticipativitatea™ leagd prezentul si viitorul lor. Remar-
cdm cd aceastd proprietate seamand intr-un fel cu fizarea condititlor initiale intr-o
ecuatie diferentiald ({z(t)|x € f(u)} = {y(t)|ly € f(v)}) cu consecinta cd solutia e
unicd ({2jt,00) | € f(u)} = {Y|jt,00) [y € f(v)}) sub 0 intrare datd (u)j,00) = V|t,00))-

Dam incd alte doud proprietdti de neanticipativitate™: Vt € R,Vu € U,Yv € U,

U|[t,00) = V|[t,00) = I’ € Ry {x )1 o0y |7 € f(u)} = {ypvr.00) |y € f(V)}
sivVt e R,Vu e U Vv € U,

(U[t,00) = Vl[t,00) 5% {T)(—00,|T € f(W)} = {Y)(—00,yly € f(v)}) =

:>E|t€R{x|t’oo)|x€f } {y\t’oo)|y€f( )}
Cititorul e invitat sd scrie alte proprietdti similare.

13. Injectivitate, prima definitie

DEFINITIE 67. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S) e numit injectiv

dacd
Yu e U Vv € Uyu #v=> f(u) # f(v).

OBSERVATIE 55. Aceasta e o primd perspectivd asupra injectivitdtii, anume cea
care afirmd cd dacd intrdrile u,v sunt distincte, atunci multimile starilor posibile
f(u), f(v) sunt distincte. Dacd f e determinist, atunci injectivitatea sa coincide
cu injectivitatea uzuald a functiilor (univoce).
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EXEMPLU 68. Sd consideram cele trei sisteme din Exemplul 64. Primul, notat
prin f1: S — P*(S), e cel descris prin inegalitatea

) w©) <a=(),
E€[t—d,,t)
d. >0, u,x € S si satisface proprietatea cd pentru orice u = Xito,t1) w0 <t1—1o <

dr, N w(€) =0 si fi(u) = S. Asadar sistemul nu e injectiv. In mod similar,
E€(t—dy,t)
cel de-al doilea sistem fo : S — P*(S) dat prin

)< |J wul©)
§€[t—dy,t)
dy > 0, satisface proprietatea cd pentru orice u = X (—o0,t0)Ut1,00) Qs Tncdt 0 <
t1 —to < dy, U u€) =1 gi avem fo(u) = S. Deci sistemul nu e injec-
ge[t_dfrt)
tiv nici el. Cel de-al treilea sistem f3 = f1 N fo nu e injectiv, deoarece pentru
orice U = X[to,t1)U[ta,t5)U...> CU Vk € N, topyr1 — tor < dr g1 tok+2 — boky1 < df,

avem ﬂ u(é.) - 07 U ’U,(E) = X(to,oo)(t) gt f3(u) = {.TL’|JZ € S,supp
E€[t—d,,t) Ee[t—dy,t)

x C (tp,00)}.

EXEMPLU 69. Sistemele autonome f : U — P*(S™), U € P*(S")) cu|U| =1
sunt injective.

EXEMPLU 70. Sistemele autonome f = X cu |U| # 1 nu sunt injective.
EXEMPLU 71. Sistemele descrise prin inegalitatile

u(t) < x(t),

z(t) < u(t),

u,x € S sunt injective, la fel ca gi intersectia lor care e sistemul determinist x(t) =
u(t).

EXEMPLU 72. Pentrud € R fizat, sistemul determinist f : S — S, f(u) = uor?
e injectiv.

EXEMPLU 73. Sistemul f : U — P*(S), U = {ulu € @, uy(t) < ua(t)} descris
prin inegalitatea

g (t) < 2(t) < up(t)

e injectiv. Intr-adevdr, la fiecare moment de timp t existd trei posibilitdti: ui(t) =
1

us(t) = z(t) = 0; wa(t) = 0,uz(t) = Lz(t) € B; wi(t) = ua(t) = x(t) = 1 g
intrarilor distincte le corespund multimi distincte de solutii.
TEOREMA 188. Dualul unui sistem injectiv e injectiv.
DEMONSTRATIE. Dacd f e injectiv, atunci pentru orice u,v € U* avem
uFv=u7#v = f@) # f0) =
= {7lz € f(u)} #{Zlz € f(0)} = F"(u) # [*(v).
O

TEOREMA 189. Fie sistemele injective f : U — P*(S™), U e P*(S(™),
U — P*(SM)), U e P*(S™)). Atunci sistemul f % f' e injectiv.
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DEMONSTRATIE. S& ludm u x v/,v X v/ € U x U’ in mod arbitrar, aga incat
u X u' # v xv, de exemplu u # v. Din injectivitatea lui f deducem
(f x f)uxw) = fu) x f'(u) # f(v) x f'(v') = (f x f)vx2).
O

TEOREMA 190. Legarea in paralel a sistemelor injective e un sistem injectiv.

TEOREMA 191. Dacd F : B™ — B"™ e o functie injectivd si d € R, atunci
sistemul Fy e injectiv.

DEMONSTRATIE. Fieu,v € SU™ againcat Ito, u(ty) # v(to). Atunci F(u(to)) #
F(v(tg)) de unde Fy(u)(to + d) # Fy(v)(to + d). O

OBSERVATIE 56. Presupunem cd f e simetric. Dacd m > 1, atunci el nu e
injectiv deoaarece existd o € S({1,...,m}) si u € U asa incit u # uy, §i f(u) =
fue).

Spiritul Definitiilor 64, 65 de neanticipativitate, al Definitiei 66 de neanticipati-
vitate® gi al Definitier 67 de injectivitate dd noi definitii ale injectivitatii precum:
vt e R,Vu e U,Yv € U,

Uj(—o0,t) 7 V|(—o0,t) == {1T|(—00,]|T € [(W)} # {Y)(—c0t)ly € f(V)},
vt e R,Vu e U,Yv € U,

U|[t,00) 7 V|[t,o0) = It € Ry {x)jpr 00y |z € f(w)} # {Y)1,00) [y € f(0)}

etc.

14. Injectivitate, a doua definitie

DEFINITIE 68. Sistemul f : U — P*(S™), U € P*(8™)) ¢ injectiv dacd
satisface proprietatea

Vu e UYv € Uyu #v = f(u)N f(v) = 0.

OBSERVATIE 57. Aceastd a doua definitie a injectivitatii afirmd mai mult decdt
precedenta, anume cd dacd doud intrari ale lui f sunt distincte, atunci multimile
starilor posibile corespunzdtoare sunt nu doar distincte, dar si disjuncte. In cazul
sistemelor deterministe, ea coincide cu prima definilie a injectivitatii si de asemenea
cu injectivitatea vzuald. In particular Teorema 191 e adevdratd si pentru definitia
a doua a injectivitatii.

Un sistem injectiv f produce o partitie a mullimit X = |J f(u) in clase de

uelU
echivalentd ale relatier

Vee X,Vye X,x~y<= JuelUzx € f(u) siy € f(u).

Mai mult, in definitia precedentd Ju € U e, de fapt, 3u € U gi existd o bijectie
intre U gi X/ ~ .

EXEMPLU 74. Sistemul f : S — P*(S(+D) definit de
Vu e S f(u) = {ux 2|z’ € S}

e injectiv.
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EXEMPLU 75. Sistemul f : S — P*(S®),

{ux (uwort),ux (uor?)}, dacd u e variabil

Yu € S, flu) = { {u x u}, altfel
e injectiv.
EXEMPLU 76. Sistemul f : S — P*(S5),

[ {uottuor?}, dacd u e variabil
Vu € S, f(u) = { {u}, altfel
e injectiv.
TEOREMA 192. Dacd g : V — P*(S™),V e P*(S'™) e injectiv si f C g,
atunci f e injectiv de asemenea.

DEMONSTRATIE. S& presupunem c& domeniul de definitie al lui f e U. Daci

|U| = 1, atunci afirmatia e adeviiratd. Asadar putem presupune ci |U| # 1. Fie
u,v € Uyu # v. Deoarece g(u) Ng(v) = 0, f(u) C g(u), f(v) C g(v), deducem
flu)n fv) =0. O

TEOREMA 193. Dacd f e injectiv, atunci f* e injectiv de asemenea.

DEMONSTRATIE. Pentru u,v € U* cu u # v, deducem c& f(u) N f(T) = 0. Deci
{Z|z € f(w)} N{Z|z € f(¥)} = 0 si, in cele din urma, f*(u) N f*(v) = 0. O

TEOREMA 194. Dacd sistemul f e injectiv, atunci f~! e determinist.

DEMONSTRATIE. S& notdm X = |J f(u) si s& presupunem prin absurd c&
uclU
dr € X si Ju € f~1(x), Jv € f~1(z) cu u # v. Acest lucru ne conduce la concluzia

cdxz € f(u)N f(v). Deci f(u) N f(v) # O, contradictie. O

TEOREMA 195. Produsul cartezian de sisteme injective e injectiv.

TEOREMA 196. Fie sistemele injective f : U — P*(SM), f1 . U} — P*(8™")),
U, U € P*(S'™) cu UNUj #0. Legarea in paralel (f, fi) : UNU, — P*(§"+n)
e injectivd.

DEMONSTRATIE. S& ludm w,v € U N U] distincte (dacd |[U NUj| = 1, atunci
proprietatea e evidentd). Faptul ca f(u) N f(v) = 0, fi(uw) N fi(v) = O implica
(f () x fi(w) N (f(v) x fi(v)) =0 ie. (f, f1)(w) N (£, f)(v) = 0. 0

TEOREMA 197. Considerdm sistemele injective f : U — P*(S™) gi h : X —

P*(S®), unde U € P*(S'™), X € P*(S™). Cerem ca incluziunea \J f(u) C X
uelU
sd aibe loc. Atunci ho f e injectiv.

DEMONSTRATIE. Dacii |[U| = 1, atunci h o f e injectiv. Deci putem presupune
cd |U| # 1. Ludim doud intrdri arbitrare distincte u,v € U. In formula

(ho H)w)n (ho f)w) = |J h@)n |J ha)=
zef(u) z'ef(v)
= {y|Fz € f(u), 32" € f(v),y € h(z) Nh(z')}

uw # v implicd f(u) N f(v) =0, i.e. x # 2’ siin cele din urma h(z) Nh(z') =0. O
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TEOREMA 198. Presupunem cd sistemele f : U — P*(S™), g : V — P*(S™),

UV e P*(S(m)) sunt ambele injective i, mai departe, cd multimea
W ={ulueUnV, f(u) Ng(u) # 0}
e nevidd. Atunci f N g e injectiv.

DEMONSTRATIE. Putem presupune ci |W| # 1 si ludm u,v € W distincte.
Relatia f(u)N f(v) =0 aratd ca (f(u) Ng(uw))N(f(v)Ng(v)) = 0. Deci (fNg)(u)N
(fNg)(v)=0. O

TEOREMA 199. Daca f e auto-dual gi injectiv, atunci Vu € U,Vx € f(u),T ¢

fw).

DEMONSTRATIE. Avem U = U*, deci Yu € U obtinem @ € U. In continuare
u # T, deci din injectivitate f(u) N f(u) = 0 si, prin aplicarea ipotezei de auto-
dualitate, se obtine §) = f(u) N f*(w) = f(u) N{Z|z € f(u)}. O

OBSERVATIE 58. Neanticipativitatea lui f: Vt € R, Yu € U, Yv € U,

Ul(~o0,t) = Vl(=o0,t) = {%|(~o0,q|T € F(u)} = {Y)(—c0ly € f()}

e legatd de injectivitate in felul urmdtor. Fie u,v € U asa incdt o cu uj(—oo,ty) =
Vj(—oosto) §1 U(to) # v(to). Atunci Vo € f(u),Vy € f(v) avem X|(—oo.ty] = Y|(—oo,to]
gi 3t > to, x(t') # y(t').

Ca i in Obsevatia 56, putem da not definitii ale injectivitatii in spiritul Definitiei
68: Vt € R,Vu € U,Vv € U,

U|(—o0,t) 7é U|(—o0,t) = {x\(foo,t”x € f(u)} N {y|(foo,t]|y € f(’l))} = Q)a
vt e R,Vu e UVYv € U,
Ult,00) 7 Vtio0) == 3t € R {00y |2 € ()} N {117 00)|y € f(0)} =0

etc.

15. Sisteme Huffman, probleme deschise

OBSERVATIE 59. In aceastd sectiune, pentru a scoate in relief simbolul siu f,
intrarea sa u §i o stare posibild x € f(u), un sistem va fi desenat ca tn Figura 1.

Dacd f : S — P*(S™) are intrarea egald cu iesirea ca in Figura 2, atunci
el defineste sistemul autonom X C S™ prin

X ={alz € f(x)}.
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Asadar starile sistemului cu feedback sunt un fel de puncte fixe ale lui f. Iatd
prima Problemd deschisd: are f puncte fixre? In ce conditii? In urmdtorul
exemplu simplu
(n) — 0,z 7é 0
Ve e S, f(x) { 12— 0
raspunsul la intrebarea precedentd e negativ.

Consideram doud sisteme f, g : S™ — P*(S™) si sistemul autonom X c S™)

din Figura 8. Avem
X = {afu € g(@), 2 € f(w)}

Mai departe, sistemul f : U x S — P*(S() U € P*(S™) da sistemul cu
feedback din Figura 4. pe care il notdm cu h: U — P*(S™). Sistemul h e definit
in felul urmdtor

Vu € U, h(u) = {z|z € f(u,z)}.

Ideea e aceea de a pune in bucla de feedback din Figura 4 un sistem g : S —
P*(S(”)) ca tn Figura 5. Asocierea intrare-iesire reprezentatd de acest nou sistem
de definita prin

Vu € U, h(u) = {z|3y € g(z),x € f(u,y)}.

Un caz incd mai general: avem sistemele f1 : U x S™ — P*(S®), fo :
U x 8 — p*(SM), U e P(S™) gig: 8™ — P*(SM™) gi situatia din Figura
6, unde prin f am notat legarea in paralel (f1, f2). Sistemul h : U — P*(S®+m),
cel care da asocierea intrare-iesire din Figura 6, e descris de

(15.1) Vu € U, h(u) = {(z,2)|Fy € g(x),z € f1(u,y),z € fo(u,y)}.
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Existd un caz particular ol sistemului precedent h, anume acela cind f, g sunt
sisteme combinationale si cand g are functia identitate ca functie generatoare: pen-
tru o functie F : B™ x B" — B? x B"™ urmdtoarele proprietati sunt satisfacute

(15.2) Y(u,y) € U x S(”),EtliriloF(u(t),y(t)) = V(z,2) € f(u,y),

(Jim =(1), Jim (1)) = Jim F(u(t), y(1)),

t—oo
(15.3) Ve e S, Eltlim x(t) = Yy € g(z), tlim y(t) = tlim z(t),

i.e. f si g calculeazd pe F gi 1gn : B™ — B™. Acest caz particular e numit [14]
modelul Huffman al circuitelor asincrone.

Problemd deschisa Sd se caracterizeze clasa Huf f a sistemelor care satisfac:

a)VYh € Huf f, h are un model Huffman, i.e. existd f,g si F' care fac ca (15.1),
(15.2), (15.3) sda aibe loc;

b) pentru orice f, g, F care fac ca (15.2), (15.8) sd aibe loc, (15.1) definegte un
sistem h € Huf f.

Sistemele h € Huf f se numesc sisteme Hujffman.

Sistemele combinationale, i.e. sistemele cu proprietatea cd existd o functie
Booleand -numitd functie generatoare- astfel tncdt afirmatiile (15.2), (15.8) sd aibe
loc au fost intdlnite pentru intdia oard in Sectiunea 5 a acestui capitol in cazul
particular numit “ideal’. Astfel de sisteme vor apdrea din nou in Capitolul 8 dedicat
stabilitatii.

Avem posibilitatea ca in definitia sistemelor Huffman sd alegem f = F i.e.
f e un sistem combinational ideal cu d = 0. Sd notam F = (Fy, Fy), unde F :
B x B" — BP gi Fr : B™ x B® — B" gi obtinem urmdtoarea

Problemd deschisd Sa se caracterizeze clasa Huf f' a sistemelor care satisfac
cerintele:

a) Vh € Huf f', existd F gi g astfel incat

(15.4) h(u) = {F(u, y)ly € g(F2(u,y))}
$i (15.3) sunt adevdrate;

b) pentru orice F gi orice g care face ca (15.3) sd aibe loc, ecuatia (15.4)
defineste un sistem h € Huf f'.



CAPITOLUL 6

Accese, tranzitii si transferuri

Acest capitol e dedicat proprietétilor care descriu maniera in care sunt accesate
si transferate starile unui sistem. Legat de aceste lucruri, se trateazi si problema
sincronicitatii.

Fie u € U. Accesul stirilor z € f(u) la u € B™ e proprietatea de existentd
aunui t € R asga incat z(t) = p, i.e. toate z € f(u) iau candva valoarea . Prin
accesele consecutive ale stérilor z, mai intai la ¢/ € B™ gi apoi la u” € B, se
intelege proprietatea

Vz € f(u),ft e R,z(t) =p si It > t,x(t') ="
In acestd afirmatie observiim existenta restrictiilor x| ale lui x € f(u), numite
tranzitii, cu x(t) = u' si 2(¢') = p”. Ele aratd cum f isi transferd stérile de la o

valoare la alta. Prin transferul lui f, sub u, de la u/ la " se intelege o multime
de astfel de tranzitii.

1. Accese

OBSERVATIE 60. Fie sistemul f : U — P*(S™), cu U C S multime nevidd.
Formulam urmdtoarele proprietdti:

(1.1) JueB", JuelUVr e f(u),It € R,x(t) = u;

(1.2) Ju e B",Jue UVx € f(u),Ity € R,Vt < tg,z(t) = u;
(1.3) JueB", JueUVr e f(u),3ty € RVE> ty,x(t) = 1
(1.4) Jue B, Jue UV e f(u),Vt € R, 3t > to,x(t) = 145

(1.5)  36>0,3peB™,Jue UVx € f(u),Ito € R,Vt € [to, to + 6], 2(t) = u;

(1.6) JpeB", Juel,ItecR,Va € f(u),x(t) = u;

(L.7) Ju e B, Jue U, Ity € RVt < tg,Vz € f(u),x(t) = u;
(1.8) JueB", JuelU, 3ty e RVE>ty, Vo € f(u),z(t) =
(1.9) Ju € B", Ju e U, Vtg € R, 3t > tg,Vx € f(u),x(t) = u;

(1.10) 36 > 0,3p € B",Ju € U, 3ty € R, V¢ € [to,to + 6], Va € f(u),z(t) =y,

99
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pentru care implicatitle sunt

(1.6) < (1.10) < (1.7)
\ U U
(11) < (15) <« (1.2)
f f
(14) < (1.3)
f f
(1.9) < (1.8)
\ \
(1.6) (1.10)

(1.1) e proprietatea cea mai slabd gi deci cea mai generald. FEa exprimd ideea
cd toate starile posibile ale lui f iau o valoare comund p dacd alegem intrarea in
mod corespunzdtor. Ea e satisfdcutd, de exemplu, de sistemele deterministe si in
aceeagi situatie sunt (1.2), (1.6) si (1.7).
stante care, in versiunea din Capitolul 4, (2.2), (2.8) si (2.5), (2.6) au fost definite
prin

Vu € U,3u € B",Vx € f(u),3ty € R,Vt < tg,z(t) = p,
Ju € B",Vu e U,Vx € f(u), Tty € R,V < tg,x(t) = ,
Vue U, dp e B", Vo € f(u),3ty € RVt >ty a(t) = p,

JueB",VueUVz e f(u),3ty € RVt >ty x(t) = p.

Un sistem f care satisface (1.2) (respectiv (1.8)) are doud subsisteme fo C f1 C f
obtinute prin restrictia intrarilor la doud submultimi Uy C Uy C U asa incdt fr
are stari initiale fdard curse si fo are o stare initiald constantd (respectiv fi are
stari finale fard curse gi fo are o stare finald constantd): de exemplu, putem fiza
un u® € U care o face adevdratd pe (1.2) (respectiv pe (1.8)) si apoi sd ludm
U1 = U2 = {uo}

O interpretare a lui (1.4) e urmdtoarea: existd p gi u aga incdt Va € f(u),
existd un gir (ty) € Seq cu Yk € N, x(tr) = p. Aceastd afirmatie poate reflecta
existenta starii finale (stabilitatea) dar, atunci cand e adevdratd pentru doud valori
distincte p, '

JueB™, ' € B, u# p',Iue UVz € f(u),
Vig € R, 3t > to, x(t) = p si ' > tg, x(t') =/,

ea aratd faptul cd f intrd sub intrarea w intr-o bucld (instabilitate).

(1.5) e cerinta ’f ia sub intrarea u o valoare y gi ramdane acolo pentru mai mult
decdt & > 0 unitati temporale’ gi are varianta:.Nt € [to,tg + 0),... interpretatd:
"...ramane acolo cel putin & > 0 wunitdati temporale’. Aceastd proprietate trebuie

asociatd nu doar cu inertia -in acest caz, orice x € |J f(u) are o vitezd ’lentd’ de
uelU
variatie gi ce inseamnd ‘lentd’ e indicat de 6- dar de asemenea cu nevoia in procesul

de modelare de a depasi orice regiune de incertitudine -in acest caz, u e ales intr-un
aga mod ca sd tind in mod intentionat x € f(u) la valoarea p mai mult decdt §
unitdte de timp.

(1.6),...,(1.10) repeta (1.1),...,(1.5) sub o formda mai tare, cind toate starile
posibile ale lui f iau o valoare comund p tn mod sincron, simultan.
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In plus, dacd f = X e un sistem autonom, X € P*(S™), atunci (1.1), (1.2),...
iau forma
JueB" Ve e X, It e R, z(t) = p,

Ju e B, Vo € X, 3ty € RVt < tg,z(t) = p,

cu consecinta interesantd cd, in general, in prima dintre aceste proprietdti u nu
aratd existenta unui p unic, dar intr-a doua proprietate valoarea initiald p a tuturor
x € X e unicd. Alte situatii de existentd unicd a lui p apar de asemenea atunci
cand rescriem (1.8), (1.7), (1.8) in cazul particular al sistemelor autonome.

DEFINITIE 69. a) Numim
Q={plpeB",FueUVze f(u),It € R,z(t) = pu}

multimea valorilor accesibile ale (starilor) lui f. Vectorii p € Q se numesc
valorile accesibile ale (starilor) lui f sau, in mod abuziv, stdrile accesibile
ale lui f.

Daca Q # 0, i.e. dacd (1.1) are loc, spunem cd f are valori accesibile ale
stdrilor sau, in mod abuziv, cd f are valori accesibile. Obisnuim sd spunem cd
starile lui f iau (acceseazd) valorile € Q sau cd f ia valorile p € ).

Cand e indeplinita (1.1), fizam p € B™ gi u € U. Proprietatea

Ve e f(u),It e R,z(t) =p
se numeste accesul (starilor) lui f, sub intrarea u, la valoarea . Spunem cd
f(u) acceseazd (valoarea) .

O terminologie gi notatii similare sunt date pentru proprietdatile (1.2),...,(1.10)
st pentru urmatoarele multimi:

b) multimea valorilor initiale accesibile ale (starilor) lui f, vezi (1.2)

O ={ulp e B",Ju € U,V € f(u), Ity € R,Vt < to,x(t) = u};
¢) multimea valorilor finale accesibile ale (starilor) lut f, vezi (1.3)
" ={plp e B, JucUVz € f(u),3t; € RVt >ty x(t) = pu};
d) multimea valorilor ciclice accesibile ale (stdrilor) lui f, vezi (1.4)
R=A{plp e B",Juec UV € f(u),Vtyg € R, 3t > to,x(t) = pu};
e) multimea valorilor 6—persistente accesibile ale (starilor) lui f, vezi
(1.5)
Qs = {ulp € B*,Ju e U,V € f(u), 3ty € R,V € [to, to+ 6], x(t) = pu};
a’) multimea valorilor sincron accesibile ale (starilor) lui f, vezi (1.6)
Qs ={plpeB™",JuelUIHeR,Vr e f(u),z(t) = pu};

b’) multimea valorilor initiale sincron accesibile ale (starilor) lui f,
vezi (1.7)

63 = {/J/|/j, € BnaEIu € U7 Elto € R7Vt < t07vx € f(u),x(t) = M}a

¢’) multimea valorilor finale sincron accesibile ale (stdarilor) lui f, vezi
(1.8)
s ={ulp e B, Juec U3ty e RVt >ty Vo € f(u),2(t) = p};
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d’) multimea valorilor ciclice sincron accesibile ale (stdrilor) lui f,
vezi (1.9)

Rs = {plp € B",Ju € U,Vty € R, 3t > to,Vx € f(u),z(t) = puk;

e’) multimea valorilor §—persistente sincron accesibile ale (stdrilor)
lui f, vezi (1.10)

Qss = {p|p € B",Fu e U, Iy € R,V € [to,to + 6],Vz € f(u),z(t) = u}.

OBSERVATIE 61. Implicatiile din Observatia 60 genereazd urmdtoarele incluzi-
unt

Qs D Qs D O,
n N n
Q > Qs D 6
U U
R D @’f
U U

!
Rs D s
n N
Qs Q5s

pentru 6 > 0. Pe de altd parte, o noud proprietate interesantd §i o noud multime
remarcabild pot fi definite (prima implicd toate proprietdtile (1.1),...,(1.10) si ultima
e inclusd in toate multimile 2, ..., Qss din Definitia 69):

DEFINITIE 70. Dacd
e B, JueUVr € f(u),Vt € R,z(t) = p,
atunci mulfimea
Eq={plpeB", FuecUVzxec f(u),vt € R,z(t) = u}
se numeste multimea valorilor de echilibru accesibile ale (starilor) lui f.

Orice i € Eq e numit valoare de echilibru accesibild a (stdrilor) lui f, sau
punct accesibil de echilibru al (stare de echilibru a) lui f.

TEOREMA 200. Dacd f e determinist, atunci toate valorile starilor
{f(w)@®)|t € R,u €U}
sunt sincron accesibile.

DEMONSTRATIE. Avem intr-adevar
Qs ={ulpeB™,FueclU,IteR,Vz € f(u),z(t) =p} = {f(w)(®)|t € R,u e U}.
U

OBSERVATIE 62. In general, multimea valorilor initiale ©¢ ale lui f
©o = {plp e B",Ju e U,z € f(u),Tty € R,Vt < to,z(t) = u}
nu contine doar valori accesibile. Mai exact, ©f C ©g gi existd posibilitatea ca
b =0 (09 #0 e intotdeauna adevdratd). Avem urmdtoarea

TEOREMA 201. a) Dacd ¢ e univocd, atunci O # (.
b) Presupunem cd f e determinist. Atunci ©) # () §i ©f = 0, = O,.
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DEMONSTRATIE. a) Faptul c& ¢, e univoci, i.e. ci f are stéri initiale firg curse
Vu e U,3p € B", Vx € f(u), Ity € RVt < tg,z(t) = p
implica (1.2), i.e. ©F # 0.
b) ¢, e univocd, deci OF # @ din a). Afirmatia e evidenti. O

EXEMPLU 77. Definim X C S prin X = {0,1} (functiile constante). Sistemul
autonom f = X nu are valori accesibile deoarece pentru orice p € B (§i pentru
orice alegere a intrarii u € U), una dintre 0,1 diferd de p.

EXEMPLU 78. Fie functia F' : B™ — B"™ gi d € R. Sistemul Fy are valori
sincron accesibile ca orice alt sistem determinist.

EXEMPLU 79. Dacd starile lui f posedda proprietatea: existd 6 > 0 asa incdt
Yu € U,Vr € f(u),

Dz (t) U...U Da,(t) < U (Dz1(&) U...U Dzp(8))
£e(t,t+0]

(orice discontinuitate e urmatd de continuitate mai mult decdt § unitdati de timp) gi
dacd f are valori accesibile ale starilor, atunci f are valori accesibile §—persistente
ale starilor.

2. Timp de acces
DEFINITIE 71. Presupunem cd Q2 # 0. Proprietatea (1.1) defineste multimea
Tp,x = {t|t € va(t) = M}

numitd multimea timpului de acces a lui x € |J f(u) la valoarea 1 € .
uclU

OBSERVATIE 63. Fie p € Q six € |J f(u). Atunci T, » # 0 implicd, datorita
uelU
continuitdtii la dreapta a lui x, cd avem

Vte T, 3 >0,[t,t+¢) CTyy.
Pe de alta parte, existd definitii similare definitiei precedente si pentru accesele
(1.2),...,(1.10), fiind satisfacute proprietati de tipul: in (1.2)
Vt € T)yu, (—00,t) CT)s,
cu p € O, in (1.3)
Vt €Ty q,[t,00) C Ty,
cu pi € O ete.

3. Accese consecutive

OBSERVATIE 64. Sd consideram sistemul f. Mai intdi, remarcam echivalenta
afirmatiilor
Ju' € B", Ju e U Vz € f(u),IHt e R,z(t') =/

' e B, " €eB",JuecUVz e f(u),It e Ryx(t') =y si IH" e R,z(t") = p”
' € B, 3" e B",Ju e UVz € f(u),H e Rya(t') =p si H" >t x(t") = pn”’
obtinute din (1.1): in timp ce in afirmatia a doua e posibil sd luam p' = " si
t' = t", in a treia afirmatie putem lua p' = p’ din nou si, din continuitatea la
dreapta a lui x, t” ca fiind foarte aproape de t'. Cu alte cuvinte, accesul starilor lui
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f, sub o intrare u, la o valoare p' e echivalent cu accesele consecutive ale stdarilor
lui f, sub o intrare u, mai intdi la o valoare p' si apoi la o valoare p”.

De aici sugestia de a combina doud cdte doud (1.1),...,(1.5) lucru care ne face
sd obtinem urmdtoarele grupe de proprietdti.

Grupa 1 de proprietdati in care combinam (1.1) cu (1.1),...,(1.5):

(3.1) Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),
It e Ryz(t') =p si " >t z(t") =p”,

(3.2) Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),

It e R,z(t') = st 3t >t V" <t,z(t") = u",
(3.3) Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),

I eR,z(t')=p si e RV >t x(t") =",
(3.4) Ju' € B", 3" € B",Ju € U,Vx € f(u),

It e Ryx(t') = p' sivVt € R, 3" > t,x(t") = 1",
(3.5) 36 > 0,3 € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),

I eRyx(t')=p st It >t —6,Vt" € [t,t + 6], x(t") = u".
Grupa a 2-a de proprietdti in care combinam (1.2) cu (1.1),...,(1.5):

(3.6) Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),
Jte R,V < t,x(t') = si 3" € Ryx(t") = ",

(3.7) Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),

Jte R,V < t,o(t') =y st Ft; € RVE < tq,2(t") = ",
(3.8) Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),

It e RV < t,z(t') =y si 3ty € RVE > tg,2(t") = 1,
(3.9) Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),

Jte RV < t,o(t') =p/ sVt € R, 3" > tq,2(t") = ",
(3.10) 36 > 0,3y € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),

Jte RV < t,z(t') = si 3ty € RVE € [, t1 + 6], z(t") = p”.
Grupa a 3-a de proprietati in care combinam (1.3) cu (1.1),...,(1.5):

(3.11) Ju' € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),
e R,V >t a(t')=p si 3" >t x(t")=u",
(3.12) ' € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),
e R,V > tox(t') = i si 3ty >,V < ty,2(t") = i’
(3.13) ' € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),
e R,V >t x(t') = si Ity € RV > tq,2(t") = p”,
(3.14) Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),

It e RV > t,x(t') =y siVty € R, 3" > ty,2(t") = 1,
(3.15) 36 > 0,3y € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),
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I eRV >tx(t')=p si Iy >t -6,V € [t,t1 + 6], z(t") = pu".
Grupa a 4-a de proprietdti in care combinam (1.4) cu (1.1),...,(1.5):

(3.16) ' € B™, 3" € B",Ju € U, Vx € f(u),
Vte R, 3t > tx(t')=p si " >t x(t") = u”,
(3.17) Ju' € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),
Vte R, 3t >t a(t') =p si Ity >t/ V" <ty z(t") =",
(3.18) Ju' € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),
Vte R, 3t >t,x(t') = si 3ty € RV > ty,2(t") = u”,
(3.19) ' € B™, 3" € B",Ju € U, Vx € f(u),
Vte R, 3t > tz(t')=p sivty e R, 3" > ty,2(t") = 1",
(3.20) 36 > 0,3 € B", 3" € B",Ju € U,Vx € f(u),

Vte R, 3 > ta(t')=p si Ity >t — 6,V € [t,t1 + 8], z(t") = u”.
Grupa a 5-a de proprietdati in care combinam (1.5) cu (1.1),...,(1.5):

(3.21) 36> 0,3 € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),
Jte RV € [t,t+6],x(t') = p' si 3" > t,x(t") = p”,

(3.22) 36 > 0,3’ € B", 3" € B",Ju € U,Vx € f(u),

e R,V €[t,t+6],z(t) = si Ity >, V" <t,2(t") =
(3.23) 36> 0,3 € B", 3" € B",Ju € U,Vx € f(u),

Jte RV € [t,t+6],x(t') = p si Ity € RV > tq,2(t") =
(3.24) 36> 0,3 € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),

e R,V €[t,t+6],z(t') = siVty € R, 3" > t1,z(t") = 1,
(3.25) 36 > 0,36 > 0,3 € B",3u" € B",Ju € U,Vx € f(u),

FeR,VE €[t,t+68),z(t)) = si Ity >t -8 V" €[ty,t1 +8),z(t") = u".

Cea mai slabd cerintd dintre (3.1), ...,(3.25) este (3.1).

Toate proprietdtile (3.1), ...,(8.25) constau in existenta a doud accese §i o or-
dine de a lua valorile accesibile, mai intdi 1’ $i apoi p”, unde ' si p” pot fi egale.
Accesele au loc sub acceasi intrare v §i avem NV € f(u), 3t € Ty 5, " € Ty 4,
t <t

Dupa cum se poate vedea, aceste 25 de proprietati nu iau in considerare acce-
sele sincrone (1.6),...,(1.10). Atunci cind le-am scris am incercat sa simplificam
expunerea, dar vom tine minte cd existd cazuri particulare sincrone ale acestor
afirmatii. De exemplu, (3.1) are urmdtoarele cazuri particulare de sincronism al

primului acces, respectiv al celui de-al doilea acces, respectiv al ambelor accese:
I e B", 3" € B, Ju € U,

W e R, Vo € fu),2(t') =p si " >t x(t") = u”,
I e B", " e B, Ju e U,
" e R,Vx € f(u), 3t <t" x(t') = u siz(t") = p”,
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I e B", 3" € B, Ju e U,
I e R, 3" >t Ve fu),z(t') = six(t") = pu".
DEFINITIE 72. a) Numim
QeQ={, ), 1" eB",Juel,
Vz € f(u),3t" e Ryx(t') = p' st " >t z(t") = "}
multimea perechilor de valori accesibile consecutive (sau succesive) ale
(starilor) lui f.
Dacd Q@ Q # 0, insemnadnd cd (3.1) e satisfdcut, spunem cd f are valori
accestbile consecutive ale stdrilor sau, abuziv, cd f are stdri accesibile con-
secutive, iar pentru (', 1) € Q@ Q cd existd u € U cu proprietatea cd stdrile

x € f(u) iau (acceseazd) mai tntdi valoarea 1, apoi valoarea .
Sa presupunem cd (3.1) are loc gi sd fixam pe ', ", u. Avem proprietatea

Vz € f(u), 3t e Ryz(t') = p' st " >t/ z(t") = p”,

pe care o numim accesele consecutive ale (starilor) lui f, sub intrarea u, mai
intdi la i/, apoi la (/. Cand e satisfacutd, spunem uneori cd f(u) transferd
n p.

Terminologia si notatiile sunt similare pentru proprietdtile (3.2),...,(3.25) si
pentru urmdatoarele multimi:

b) multimea perechilor de valori accesibile consecutive (y/, ") ale lui
£, u-initial (vezi (3.2))

Q@("‘)/ — (IUI,ILLN)LU/,ILLN c Bn,EU c U,
Vo € f(u), 3t e Ryx(t') =p si It >/, vt" < t,x(t")=p"};

¢) multimea perechilor de valori accesibile consecutive (1, 1) ale lui
f, W' 6—persistent, 1" §'—persistent (vezi (3.25))

Qs @ Qs = {(W, ") W', 1" € B", Ju € UVz € f(u),
FeRVE €t t+68],z(t') = si Ity >t — 8 V" € [t1,t1 + 8], 2(t") = u"}.

TEOREMA 202. a) Proprietatea (3.1) e echivalentd cu (1.1).

b) Proprietatile (3.2), (3.6), (3.7), (3.10) si (3.22) sunt echivalente cu (1.2).

¢) Proprietatile (3.3), (8.11), (3.13), (3.14), (3.15), (3.18) si (3.23) sunt
echivalente cu (1.3).

d) Proprietatile (3.4), (3.16) si (3.19) sunt echivalente cu (1.4).

e) Proprietatile (3.5), (3.21) si (3.25) sunt echivalente cu (1.5).

f) Proprietatile (3.12) si (3.17) sunt echivalente cu
(3.26) JueB™,FueUVxe f(u),Vt e R,z(t) = p
i.e. existenta unui punct de echilibru.

DEMONSTRATIE. In general, aceste echivalente sunt usor de demonstrat. Dim
exemplul lui (3.2) < (1.2).

(3.2) = (1.2) Din (3.2) obtinem

Ju”" € B",Ju e U\Vz € f(u),3t e R,V < t,z(t") = pu",

ie. (1.2).
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(1.2) = (3.2) Din (1.2) avem
" € B, ueUVr e flu), It e R, <t,x(t')=p" siVt" < t,z(t") =",

" € B, ueUVNr e f(u),It e Ryz(t') =p" si It >t/ V" < t,z(t") = u"
si rezultd (3.2). O

COROLAR 1. Dintre (1.1),...,(1.5),(3.1),...,(3.25),(83.26) urmdtoarele propri-
etati sunt distincte.

a) (1.1):
Ju e B, JueUVr € f(u),3t € R,z(t) = p,

b) (1.2):

Ju e B, Jue UVz € f(u),Ity € RVt < to,x(t) = u,
c) (1.3):

JueB", JuelUVr e f(u),3ty € RVE>ty,2(t) = p,
d) (1.4):

e B, Jue UVz € f(u),Vty € R, Tt > tg, x(t) = u,
e) (1.5):

36 > 0,3p € B", Ju € U,Vz € f(u), 3ty € R,Vt € [tg,to + 6], x(t) = u,
) (3.26):
Ju e B, JueUVr € f(u),Vt € R, z(t) = p,
g) (3.8):
' € B™, 3" € B",Ju € U, Vx € f(u),
e RV <tx(t')=p si3t € RVE > ty,2(t") =1,
h) (3.9):
Ju' € B", 3y € B",Ju € U,Vx € f(u),
Jte RV < t,o(t') =p/ sVt € R, 3" > tq,2(t") = ",
i) (3.20):
36 > 0,3 € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),
Vte R, 3t >t x(t') = p si Ity >t — 6,V € [t1,t1 + 6], z(t") = u”,
J) (3.24):
36> 0,3 € B", 3" € B",3u € U,Vx € f(u),

It e R,V € [t,t+68],x(t') =u' siVty € R, " > t1,2(t") = u”.
OBSERVATIE 65. Cadteva dintre implicatiile care caracterizeazd proprietatile din
Corolar sunt urmatoarele
(3.8) <= (3.26) = (3.20)

3 2
(3.9) = (3.24)
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4. Trangzitii

DEFINITIE 73. Fie x € S™ gi sa ludm numerele reale t1 < to. Restrictia
Y = Tty t,) Se numeste tranzitia lui x de la (valoarea) x(t1) la (valoarea)
x(ta)t. [t1,ta] se numeste intervalul suport al tranzitiei §i numdrul ta —t; se
numeste durata tranzitie.

Dacd x e constant in intervalul [t1,t2], atunci tranzitia se numeste constantd,
sau triviald si dacd x e monotond pe coordonate in intervalul [t1,t2], atunci tranz-
ifia se numegte monotond.

DEFINITIE 74. Avem wrmdtoarea lege partiald de compunere a tranzitiilor.
Consideram x',z" € S™ gi numerele t; < ty < ts; dacd z'(t2) = 2" (t2), atunci
existd x € S care satisface

. 2'(t),t € [tl,tz]
vt € [tlat?»]:x(t) - { ac”(t),t c [tg,tg]
Tranzitia v = |14, +,] se noteazd prin 7' V" si se numeste reuniunea lui v =
Ty 1] WY = x/‘/[t%tg] (in aceastd ordine).

OBSERVATIE 66. O terminologie similard e utilizatd pentru restrictia ¥ (—oo,t,)»
numitd tranzitia lui x de la x(—00+0) la x(t2). Dacd «’, 2" satisfac 2'(t1) = 2" (t1),
atunci existd x care satisface

.T[}I(t),t € (_007 tl]
Vi e (*ooth]vx(t) - { x”(t),t c [tl,tz]
Pentru ' = x| _ o 1.1>7" = 1, 1,) Tl(—oo,ta] S€ NOteazd cuy ="V "

Sunt posibile si alte constructii de acelasi tip.

5. Multimea intervalelor suport
DEFINITIE 75. Dacd Q®Q # 0 (vezi Definitia 72 a)) atunci proprietatea (3.1)
defineste o multime analoagd lui T}, , din Definitia 71, anume
Ty e = AN <t 2(t') = siz(t”)=p"},
numitd multimea intervalelor suport ale tranzitiilor x|y v, unde (i, ") €

QQgize U flu).
uelU

ExempLuU 80. Sistemul f: S — P*(S) definit de
A GES0!
get—1,t]

satisface | f(u) = S. Pentru x = x(91) ® X[2,00), T € S avem
ues

Toa. = {[t',t"]|t' <t",t' € (—00,0)U[1,2),t" €[0,1) U[2,00)},
Tia.={[, "It <t" ¢',t" €]0,1) U[2,00)}.
OBSERVATIE 67. Definitii similare Definitiei 75 au loc atunci cand utilizam

restul proprietatilor de accese consecutive (3.1),...,(8.25). Dam exemplul lui (3.20),
care defineste multimea R ® Qs, 6 > 0 in acest mod:

Re Qs ={(, )|, " € B",Ju € U,V € f(u),
Vte R, 3t >tx(t')=p si Ity >t —6,Vt" € [t1,t1 + 6], z(t") = u”"}.

n geometrie aceste functii pot fi numite curbe sau drumuri.
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Daca (', ") € R® Qs six € |J f(u), atunci (3.20) defineste multimea Ty 1 o
uelU

care satisface: exista sirurile (ty), (t;,) € Seq asa incat Vk € Nty € Ty o, [t} t), +

8] C Tz, te < t% +6 g [tk,t% +4] € Ty 2

6. Transferuri
DEFINITIE 76. Fizam in (3.1) /', € B™ gi u € U. Accesele consecutive ale
starilor lui f, aflat sub intrarea u, la (' si p” in aceastd ordine
Vo e fu),3t e Ryz(t') = p' si 3" >t z(t") ="

definesc multimea de tranzitii

u
W= = Ay |l t") € Ty av € fu)}
numitd transferul plin al (starilor) lui f, sub intrarea u, de la (valoarea)
i la (valoarea) 1" si submultimile sale nevide

W =
se numesc transferuri ale lui f, sub intrarea u, de la p' la p'.
OBSERVATIE 68. Similar Definitiei 76, avem cd
Vo € f(u), 3t € R, x)(—oopy = i st 3" >t/ x(t") = p
defineste transferul plin

u
,u/ = ,u// = {:c|(_oo7t~]|(foo,t”] S TNCM”,%x € f(u)}

Ca si in cazul Wi Ty ., atunci cind scriem p' 5 p'" sistemul la care se
referd acest transfer e subinteles. Dacd e necesar, pentru a evita ambiguitdtile, sau
vom mentiona explicit sistemul, sau il vom indica sub forma unui indice inferior:

u
(W =g, (W =)y

Incluziunile, intersectiile si reuniunile transferurilor se definesc prin incluziu-
nile, intersectiile i reuniunile multimilor, fdcute in mod uzual. O altd reuniune a
transferurilor, notatd prin V nu prin U i indusd de reuniunea tranzitiilor v' VvV v",
va fi datd in Definitia 78.

Transferul dual al lui i’ = " e

(" = 1) = {Typr o o € 0 = 1"},
(W' = 1) C{Zp |t ") € Ty 7 3, T € [* (@)}

El e un transfer al starilor lui f*, facut sub intrarea w, de la valoarea i’ la valoarea

.
Un transfer al lui f~1 e
N SN C g o[t 7] € Ty u € f7H )},
unde N, N\ € B™ siz e |J f(u).

uelU
Transferurile produsului cartezian f X f', ale legdrii in paralel (f, f1) st ale

legarii in serie h o f sunt urmatoarele submultimi nevide

(W i) " () €
C {(IE X xl)l[t/yt//“[tl,t”] S Tp/,#//@ ﬂTﬁ/,ﬂ//@/,x X IEI S (f X f')(u X u')},
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(W', i) = (W', 1") C
- {(JI x xl)Ht’,t”]Htl?t”] € T;ﬂ,;ﬂ’,z mTﬁ’,ﬁ”,wa x '€ (f7 f{)(’l))},

VBV C {2t 8" € Ty w2z € (Ro f)(u)}

iar transferurile lui f N g, f U g sunt cele care satisfac
Wl Ay |87 € Ty v € (F N g) (W)},

W= i C Ay |[E 8] € Ty v w € (FU9) (@)},

unde (/1" € B, i\ e BV, V" e B, ueU v eU,velUNnU], u ¢
PreunV, f@nNg@) £0}, acUUV; U,V € P*(St™), X € P*(S™), U’ €
P*(S(m)) sunt domeniile de definitie ale lui f], g, h,f' si s-a presupus cd (f, f}), ho
f, fNg exista.

Toate aceste definitii sunt de asemenea posibile dupd inlocuirea lui (3.1) cu una
dintre (3.2),...,(8.25).

Pe de alta parte, in transferul @' = 11, unul sau ambele accese pot fi sincrone.
Avem urmdtoarea

DEFINITIE 77. Dacd in (3.1) accesele sunt sincrone
I e R, 3" >t Vo e fu),z(t') = six(t") = u”,
cu g, 1 u firate, atunci transferul j' = 1 se numeste sincron.

DEFINITIE 78. Fieu € U §i pn — 1/, pi' = i’ doud transferuri, pentru care am
presupus cd (u, 1), (1, 1) € Q@ Q si, mai mult, cd urmdtoarea proprietate

Vz e f(u),t e R,x(t)=psi ' >t,z{t’)=p si W' >t xt")=p"
e satisfacutd. Definim legea partiald de compunere

(W= )V S =3 epsu, 3 e Sp'y=+ vy}
Transferul (u ~ @'YV (' =5 1) se numeste reuniunea transferurilor p — p' si
W5 i (in acestd ordine).

ExempLU 81. Fie sistemul autonom determinist f : S — S care satisface
x = f(u) = x[0,1) pentru orice u € U si alegem pu,pi', " € B, p=p" =0, p' = 1.
Avem
T071y$ = {[t7tl]|t € (_007 0)7tl € [07 1)}7

Ty, = {[t',t"][t" €[0,1),t" € [1,00)},
Too,. = {[t.t"]|t <t",t,t" € (—00,0) U[1,00)},

u u
O0=1)VvQA=0) = {zpm|3t,[t.t] € Tore [t t"] € Troa} =
= Xt € (—00,0),t" € [1,00)},
(0=0) = Azt t"] € Tooe} =

= {Xp) et <t',t,t" € (=00,0) U[L,00)}.

u u u

Acest exemplu ne aratd cd, in general, avem (u = @)V (' = p”) C (= u”).
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u
OBSERVATIE 69. ' =y dd toate posibilitatile ca © € f(u) sd acceseze mai
intdi valoarea accesibild p' i apoi valoarea accesibild p" iar ' —— " ignord unele
dintre aceste posibilitati.

u u
Reuniunea (p = p') V (' = 1) nu produce pierderi; ea indicd modalitdtile in
care p, 1, i1 pot fi accesate in aceastd ordine, ceea ce reprezintd doar unele dintre
modalitdtile in care p, ) pot fi accesate, in aceastd ordine.

7. Transferurile sistemelor neanticipative

TEOREMA 203. Presupunem cd sistemul f satisface conditiile:
a) U e inchisd sub translatii gi sub ’concatenare’

VdeR,Yue Uuor? €U,
Vte R,2VueUNveUu- X(—00,t) Dv- X[t,00) € U;
b) neanticipativitate ¥t € R, Yu € U, Vv € U,
Uj(—o0,t) = Vl(—o0,t) = 1% (=00, € f(1)} = {Y)(—ooyly € fF(v)};
¢) neanticipativitate® Vt € R, Yu € U, Vv € U,
(Uft,00) = Vit,00) ST {z ()2 € f(W)} ={y(t)ly € f(v)}) =

= {2,007 € f(W)} = {Y1t,00)ly € f(V)}
d) invariantda in timp

Vd € R,Yu € U, f(uot?) = {x o7z € f(u)};
e) se dau ty, to € R, u®,u' € U si p, 1/, " € B™ asa incdt au loc

(7.1) Vo € f(u’),3to < t1,2(to0) = p,
(7.2) Vo € f(u),z(tr) =4/,

(7.3) va' € f(ul), 2 (t) = 1,

(7.4) Vo' € f(u'), 3tz > to, 2 (t3) = u’.
Sd notdm d = t1 — ta. Atunci w € U definit prin

(75) u= U’O " X(=o0,t1) @ (ul © Td) * X[t1,00)>
satisface

(76) VI € f(ﬂ), Jto < tl,f(to) = W,
(7.7) vz € f(u), 3ty > t1,x(ty) = .

Asadar, dacd f(u®) transferd p in u', ultimul acces fiind sincron si dacd f(u')
transferd p' in 1", cu primul acces sincron, atunci f(w) transferd p tn u”.

DEMONSTRATIE. Din a) @ ii apartine lui U, intr-adeviir. Remarcim ci avem
(78) ;l‘,ljl(,oo7t1) = u?(7m7tl).
Tinand cont de (7.8) si b) deducem
(7.9) {Z)(—00,01)|T € F(@)} = {2000z € f(u")}
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si daci mai ludim in considerare (7.1), (7.2), atunci obtinem adevirul lui (7.6) si a
lui

(7.10) Vi € f(@),3(t1) = i

Fie acum un 2” € f(u! o 7¢) arbitrar. Datorit# lui d) obtinem existenta unui
2 € f(u') asa incat 2" = 2’ o 7% gi avem 2" (t1) = (2' o 74)(t1) = 2'(t2) = ¢/ (am
tinut cont de (7.3)) asadar

(7.11) vz € f(u' o), 2" (ty) = i/

si, in mod similar,

(7.12) Vo € f(u' o), 3th > ty, 2" (ty) = p’.
Se vede c&

(7.13) Ulty,00) = (U 0 7)1ty ,00)-

Ipoteza lui ¢) e indepliniti de ¢, u si u' o 7¢, dupa cum rezults din (7.10), (7.11)
si (7.13). Concluzia lui ¢) exprim& faptul c&

(7.14) {Tljt1,00)|7 € F@)} = {affy, o) 2" € flu' 077}

si, din (7.12), obtinem c& (7.7) e adevirati. O
OBSERVATIE 70. Ne punem problema de a defini reuniunea transferurilor (i —

WV (i 2 @) intr-o altd formd decdt cea din Definitia 78, in care am avut u = v.

Pentru ca acest lucru sd devind posibil, consideram cd urmdtoarele cerinte sunt
naturale: existd t' € R asa tncdt

(7.15) Vz € f(u),z(t') = i,
(7.16) Yy € f(v),y(t") = ',
(7.17) Uj(—o0,t/) = V|(~o0,t')s

plus cerinta de neanticipativitate a lui f care, impreund cu (7.17), implicd adevdarul
lui

(7.18) {7 (coolm € fF(W)} = {Y)(—ooly € f(V)}.

In acest moment cerinta de meanticipativitate® e cruciald, deoarece ea ne permite
sa trecem de la intrarea w la intrarea - X (—og ) BV X[/ 00)-
Aceasta e ideea din Teorema 203. Plecind de la transferurile urmdtoare, in
care t1 §i to sunt fixate
0
u
w= //’, = {x|[t0,t1]|3t0 <ti, [t()?tl] € Tlt,lt’yxvx € f(uo)}a
1
u
,U/ = ,UN = {xf[t%tg]ﬁtg > to, [tz,tg] € TP«/:N”J/"T/ S f(Ul)}
teorema aratd existenta transferului
UO , , ’U.lon "
(w=p)v = p')=
= {gl[twté]ﬁto <ty, [tovtl] SIS Elt,B > 11, [t17té] € T#'yﬂ”j?g € f(ﬂ)}
Pretul pe care il platim pentru a face aceastd constructie posibild e sincronismul
accesului starilor lui f, sub intrarile u® siu' la valoarea pi'. In plus, deoarece (7.15),
(7.16) sunt indeplinite sub forma: u = u®,t' = t; in primul caz si sub forma
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y=2a',v=u,t' =ty in cel de-al doilea caz, avem nevoie sd translatam starile '
si intrarea u', ¥’ € f(u') cu d unitdti de timp. Asadar cerinta de invariantd in
timp e g1 ea prezentd.

8. Sincronismul

OBSERVATIE 71. Considerdm sistemul g : V. — P*(S™), V € P*(8(™) gi
pornim de la proprietatea (1.1), scrisd pentru acest sistem

JueB", JueV,Ve € g(u),3t € R, z(t) = p.
Subsistemul f : U — P*(S™), U C V, definit de
U={ujueV,3ueB" Ve e g(u),It R, z(t) = pu},
Vu e U, f(u) = g(u)

satisface

(8.1) Vu e U,3p € B™, Vx € f(u), 3t € R, z(t) = p.
Mentionam gi urmdtoarele variante masi tari ale lui (8.1):

(8.2) Vue U, Ip e B", 3t €e R,Vx € f(u),z(t) = p
§t

(8.3) Jt e R,Vu e U,3u € B",Vx € f(u),z(t) = p.

Cititorul e invitat sd reflecteze la aceste proprietdti. Pornind de la ipoteza cd sis-
temul g are valori accesibile ale starilor, am definit subsistemul sau f care satisface
(8.1), asa incdt putem asocia fiecdrei intrari uw € U multimea

Qu = {plp € B",Va € f(u),3t € R,z(t) = p}

a valorilor accesibile ale starilor lui f sub intrarea w. Desigur, , i Q@ = | Q
uclU
sunt aceleasi pentru ambele sisteme f i g.

Pentru w € U arbitrar, in general, muliimea timpului de acces T, a lui x €
f(w) la valoarea p € Q. depinde de alegerea lui x. Remarcam cd in (8.2) avem

VueU,3u € Qu, (| Tuaw#0
T€f(u)

st in (8.3) avem

JAeP*R)VueUpe,AC () T

T€f(u)
Spunem cd timpul de acces al starilor lui f la valoarea p e nemdrginit in (8.1),
mdrginit in (8.2) gi fix in (8.3).
Cand in (8.1) w € U satisface |Q,| > 1, exista doud posibilitati: elementele lui

0, sunt accesate de x € f(u) intr-o ordine arbitrard

Yu € U,V € Q,Vx € f(u), 3t € R, x(t) = pu,
sau ordinea conteazd; atunci e adevdratd una dintre afirmatiile:

Vue U, 3k >1,3u' € B",...,3p* ¢ B",Vz € f(u),3t; € R,...,3t, € R,
t <to<..<tpsixz(ty)= plosi.. si x(ty) = uk,

§t respectiv
(8.4) Yu € U,E(,uk)kzl e B",Vz € f(u),3(tr)e>1 € Seq,Vk > 1,x(ti) = ,uk.
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Valorile accesibile ale starilor nu trebuie sd fie distincte in aceste formule si in

(8.4) ewistd chiar posibilitatea pu* = p? = ... insemndnd un comportament ciclic al
sistemului
(8.5) Vu € U,3p € Q, Vo € f(u),I(tr)r>1 € Seq si Yk > 1, 2(ty) = .

De fapt, acest caz particular e observat si dacd privim la (8.1) si remarcdm cd acolo
putem avea

Vu e U,3p € Q, Vo € f(u), T e nemdrginit superior,

i.e. 1 e o valoare accesibild ciclicd.
Cateva cazuri particulare ne-excluzive ale lui (8.5) sunt acelea cdnd
- = x(—00+0), sistemul revine de un numdr infinit de ori in starea initiald,
-Vk>1, tgy1 =t + 6, unde 6 > 0 e un parametru (pseudo-periodicitate),
-p=z(co—0), pu e starea finald.
Avem urmdtoarele variante mai tari ale lui (8.4):

(8.6) Yu € U,H(uk)kzl € B", 3(tk)r>1 € Seq,Vx € f(u),Vk > 1,x(ty) = uk;

(8.7) A(tk)k>1 € Seq,Vu € U,H(uk)kzl e B",Vz € f(u),Vk > 1,x(tx) = uk.

Legam proprietatile (8.4), (8.6), (8.7) de acelea de existentd a starii initiale din
Teorema 25 cazurile d), e), f), pe care le reproducem sub forma:

(8.8) Vu € U, 3’ € B, Vx € f(u), 3ty € RVt < tg,z(t) = pu°,
(8.9) Yu € U,3u’ € B", 3ty € R,V € f(u),Vt < to,z(t) = u°,
(8.10) Jto € R,Vu € U, 3’ € B, Va € f(u),Vt < to, x(t) = .

Cu alte cuvinte, f are stari initiale fard curse iar timpul initial e nemdrginit,
mdrginit i respectiv fix. Prin punerea tmpreund a lui (8.4) cu (8.8), a lui (8.6) cu
(8.9), a lui (8.7) cu (8.10) se obtin urmdtoarele proprietdti

(8.11) Vu € U,3(1u*) € B",Va € f(u),

I(tg) € Seq, x(—o00 +0) = pu° si Vk € N, z(ty,) = pF,
(8.12) Vu € U, 3(u*) € B™,3(t,) € Segq,

Vo € f(u),z(—o00 +0) = u° si Vk € N, z(t),) = pF,
(8.13) A(tx) € Seq,Yu € U,

I(u*) € B,V € f(u),x(—o0 4+ 0) = u° si Yk € N, z(ty,) = pu”.

Aici (8.11),...,(8.13) reprezintd ideea de predictibilitate a comportdarii lui f pe care
dorim sd o subliniem in aceastd sectiune. In (8.11), predictibilitatea e spatiald doar:
pentru, orice u € U, se stie cd p°, i, ... sunt valori care vor fi luate candva de toate
starile lui f, in aceastd ordine. (8.12) e o situatie intermediard care a apdrut deja
(sub forma (8.2), de exemplu), cand am utilizat terminologia de acces(e) sincron(e).
(8.13) e acea situatie cand predictibilitatea e mai complexd, temporald si spatiald:
se cunosc momentele de timp descret tg,t1,... cdnd pentru orice u, orice stare a lui
f wva lua valorile 1i°, it ... depinzand de u € U.



8. SINCRONISMUL 115

Se vede cd o noud nuantd de predictibilitate a comportamentului lui f se obtine
prin inversiunea tn proprietdtile precedente a lut u gi p. De exemplu putem tnlocui
(8.1) prin

JpeB" YueUVr e f(u),IteR,z(t) =p
§t (8.11) respectiv prin
I(p*) € B, Yu € U,Vx € f(u),

I(ty) € Seq,x(—o00 +0) = pu° si Vk € N, z(ty,) = p*

Aceste doud conditii exprimd cerinta ca sistemul, indiferent de alegerea intrdarii, ac-
ceseazd cu starile sale anumite puncte. De exemplu prima proprietate poate insemna

DEFINITIE 79. Un sistem f care satisface (8.12) se numeste slab sincron in
timp ce dacd (8.13) e adevdratd, atunci f se spune cd e tare sincron.

TEOREMA 204. Dacd sistemul g : V. — P*(S™),V c S ¢ slab (tare)
sincron atunci orice subsistem f C g are aceeasi proprietate.

TEOREMA 205. Dacd f : U — P*(S™),U € P*(S(™) ¢ slab (tare) sincron,
atunci f* are aceeasi proprietate.

DEMONSTRATIE. De exemplu, (8.12) implici

Yu € U*,3(u*) € B™,3(ty,) € Seq,Vx € f(7),

x(—o0 +0) = 10 si Vk € N, z(t) = pF
de unde avem ci f* e slab sincron. O
TEOREMA 206. Fie multimea nevida X C S™ pe care o identificim cu sistemul

autonom f = X. Sistemul f e slab sincron dacd i numai dacd f e tare sincron
dacd gi numai dacd

3(p*) € B", 3(ty) € Seq,Vz € X,
z(—o00 4 0) = u° si Vk € N, z(ty,) = p.
TEOREMA 207. Dacd f e neanticipativ: ¥Vt € R,Vu € U,Vv € U,

U(—o0,t) = U(—oot) = 1|(—oo)|® € f(1)} = {W)(—o0yly € f(v)}

i tare sincron, sd fizam o familie (t) € Seq care face (8.13) adevaratd. Atunci
pentru toti k € N, valorile u* depind doar de U(—o0,ty)-

DEMONSTRATIE. Fie k € N, t; € Rsiu,v € U asaincat Vz € f(u), z(t) = p*,
Yy € f(v),y(tr) = p'*, altfel arbitrare. Dac w|(— oo t,) = V(oo ), din neanticipa-
tivitatea lui f avem ci {@|(—oo T € F(W)} = {Y(—ooun)|y € f(v)}. In particular
p* = 1'% unde k e arbitrar, deci proprietatea e adevirats pentru orice k. O

TEOREMA 208. Dacd f e tare sincron si invariant in timp, atunciVu € U,V €
f(u),z e functia constantd.

fiard curse gi timp initial fix. Aplicim Teorema 162. O
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OBSERVATIE 72. Dacd tinem cont de (8.7) si de existenta stdrii initiale din
Teorema 25 cazul i) (in loc de f)) i.e. f are stare initiald constantd cu timp initial
fix, reproduse sub forma

u’ € B", 3ty € R,Vu € U,Va € f(u),Vt < to,z(t) = 1,
obtinem
(8.14) I(ty) € Seq, I’ € B",Vu € U,
(1" )r=1 € B, Va € f(u),x(—00 +0) = p° si Vk € N, a(ty,) = p*
(in loc de (8.13)). Singura diferentd dintre (8.13) si (8.14) e aceea cd in ultima
starea initiald p° nu depinde de intrarea wu.

DEFINITIE 80. Un sistem f care indeplineste proprietatea (8.14) se numeste
tare sincron initializat.



CAPITOLUL 7

Surjectivitate, controlabilitate si accesibilitate

Controlabilitatea si accesibilitatea sunt concepte fundamentale in teoria sis-
temelor. Dorinta de a le studia ne duce in scurt timp la concluzia c& ele nu reprez-
intd un punct de vedere comun al cercetdtorilor. Prezentarea noastrd e facuta ca
o continuare a discutiilor pe seama surjectivititii sistemelor. Includem o compara-
tie a conceptelor noastre de controlabilitate si accesibilitate cu altele existente in
literaturs.

1. Surjectivitate, observatie

OBSERVATIE 73. Ezista tentatia de a considera surjectivitatea lui f : U —
P*(S™), U € P*(S"™) ca fiind definitd de

VX € P*(S"™),3u e U, fu) = X
$i apoi de a lega acest concept de primul concept de injectivitate din Definitia 67
Vu e UV € Uyu#v= f(u) # f(v).

Din aceste doud definitii ar trebui sa rezulte bijectiile U — P* (S(")). Problema e ca
avem motive bune sd credem cd astfel de bijectii nu existd si, deoarece nu cunoastem
exemple ale precedentei proprietdti de surjectivitate, sd o evitdm.

2. Surjectivitate, prima definitie

DEFINITIE 81. Sistemul f este surjectiv dacd e indeplinita una din urmd-
toarele proprietdati echivalente:

a) Ve e S, Ju e U,z € f(u),

b) U flu)=8".

uelU
OBSERVATIE 74. Definitia surjectivitatii pleacd de la ideea de a me referi la
stari, nu la multimi de stdri. Aceasta se datoreazd faptului cd raportarea la multimi
de stari a parut sd blocheze rationamentele. Se afirmd cd pentru un sistem surjectiv
orice stare e posibild, printr-o alegere corespunzdtoare a intrdrii.
Se vede cd dacd sistemul f e determinist, atunci aceastd definitie a surjectiv-
itatii coincide cu cea uzuald.

ExempLu 82. Sistemul f : S — P*(S),
Vu € S, f(u) = {u,u}

e surjectiv gi de asemenea auto-dual.
EXEMPLU 83. Consideram sistemul f : S(™ — P*(S(™) definit de

Vu € S™ f(u) = {uslo € S({1,...,m})}.

El e in mod evident surjectiv gi simetric.

117
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EXEMPLU 84. Sistemul f : S™) — P*(S(m),
Vu e S f(u) = {uorid e R}
e surjectiv §i invartant in timp.
TEOREMA 209. Daca f e un sistem surjectiv, atunci functia sa stare initiald

@o satisface
Ve B", Ju e U, u € ¢y(u).

DEMONSTRATIE. Pentru Vi € B”, luim un z € S™ cu z(—oc0o+0) = pgi
existd u € U aga incat x € f(u) si x(—oo +0) € ¢g(u). O

TEOREMA 210. Presupunem cd f e surjectiv si f C g, unde g : V — P*(S™),
V € P*(S™) e un sistem oarecare. Atunci g e surjectiv.

DEMONSTRATIE. Pentru Vo € S| existd un v € U asa incat = € f(u).
Deoarece u € V si x € g(u), avem afirmatia teoremei. O

TEOREMA 211. Surjectivitatea lui f implicd surjectivitatea lui f*.

TEOREMA 212. Produsul cartezian al sistemelor surjective f : U — P*(S™),
U e P*(St) gi f': U — P*(S™), U’ € P*(S™")) e surjectiv.

DEMONSTRATIE. Fie z € § (n+n") arbitrar si notdm cu x primele sale n coordo-
nate gi cu 2’ ultimele sale n’ coordonate. Existd un u € U aga incat x € f(u) si existi
de asemenea un v’ € U’ againcat z’ € f'(u’). Cualte cuvinte z € (f x f/)(uxu'). O

TEOREMA 213. Se dau sistemele f: U — P*(S™), U € P*(S™™) si h: X —

P*(S®), X € P*(S™) aga incdt sd fie adevaratd incluziunea |J f(u) C X. Dacd
uelU
ho f e surjectiv, atunci h e surjectiv de asemenea.

DEMONSTRATIE. Avem
Vze 8P Juel,ze (ho f)(u),

Vze 8P Jue U3z e f(u),z € h(z),

VeeS®) Jpe X,z € h(x).
O

TEOREMA 214. Consideram sistemele f,h cu proprietatea cd h e surjectiv i

U f(u) = X. Atunci ho f e surjectiv. In particular legarea in serie a sistemelor
uclU
surjective e un sistem surjectiv.

DEMONSTRATIE. Fie z € S®) ales in mod arbitrar. Faptul ci existd z € X
cu z € h(x) e adevirat din surjectivitatea lui h. Existd atunci v € U aga incat
x € f(u), deci z € (ho f)(u). In particular, daci f e surjectiv, atunci are loc

U flu) =X =8m, O
uelU

TEOREMA 215. Reuniunea unui sistem surjectiv cu un sistem arbitrar e un
sistem surjectiv. In particular, reuniunea sistemelor surjective e un sistem surjectiv.

DEMONSTRATIE. Pentru orice sisteme f, g avem f C fUg. Dacd f e surjectiv
atunci, datoritd Teoremei 210, f U g e surjectiv. O



3. SURJECTIVITATEA POSIBILA SI SURJECTIVITATEA NECESARA 119

TEOREMA 216. Un sistem autonom f = X e surjectiv dacd gi numai dacd
X =8m,

TEOREMA 217. Fie F' : B™ — B" o functie Booleand surjectivd. Atunci
sistemul combinational ideal Fy e surjectiv pentru orice d € R.

DEMONSTRATIE. Lutim d € R si @ € S arbitrare, fixate. Fie (¢;,) € Seq un
sir compatibil cu x

z(t) = x(to = 0) * X(—o0,t0)(t) @ T(t0) * X[1,6,) (1) & (1) - X1, 1) () B ..
Se aleg numerele A_1, A\g, A1, ... € B™ astfel incat
F(A1) = z(to — 0),
Vk € N, F(\y) = z(tk),
existenta lor fiind asigurata de surjectivitatea lui F. Obtinem ci functia
u(t) = A1 X(—oo,to—a) () B A0 Xjto—d,tr—a) () B AL Xty —d,to—a) (E) D -

satisface
Fy(u)(t) = F(ut —d)) =
=F(A-1 " X(ooto—ad) E = D) B X0 Xptg—dyty—a) E = D) BN X[y —app—a)(t— D) D) =
= F(A-1* X(Zo0,t0) ) & A0 * X[tg,11)(8) B A1 X[t 1) (D) B -0) =
= F(A-1) * X(—o0,t0) (1) ® F(X0) * Xitg,0) () ® F (A1) - Xpg, 4y (8) B .. =
=(to — 0) - X(—oo,to)(t) @ a(to) - X[tg,tl)(t) D a(t) - X[tl,tg)(t) ... =a(t).

3. Surjectivitatea posibila si surjectivitatea necesara

OBSERVATIE 75. Fie sistemul f : U — P*(S™), unde U C S e nevidd.
Formulam urmdtoarele proprietati:

(3.1) VueB", JueU, 3z € f(u),3t € R,z(t) = ;
(3.2) Vu e B", Ju e U, Vx € f(u), 3t € R,z(t) = 143
(3.3) VueB", Jue U3t e R,Vx € f(u),z(t) = ;
(34) JdeR,VupeB", JuecUVx € f(u),z(t) = pu.

Implicatiile sunt
(34) = (3.3) = (3.2) = (3.1).

Interpretarea lui (3.1),...,(3.4) e simpld: dupd ce am legat surjectivitatea de multim-
ile X € P*(S™) si de starile x € S™, o legam de valorile p € B™. Prima pro-
prietate afirmd cd toate valorile pn € B™ sunt posibile pentru starile lui f, in timp
ce ultimele trei proprietdti afirmd cd toate valorile p € B™ sunt necesare pentru
starile i f. (3.2) si (3.8) aratd cd toate valorile u € B™ sunt accesibile, ! = B"
respectiv sincron accesibile, 0y = B™.

Remarcam cd orice sistem f care satisface proprietatea de surjectivitate din
Definitia 81, satisface de asemenea urmdtoarea versiune tare a lui (3.1):

Ve B", Ju e U,z € f(u),Vt € R, z(t) = p.

DEFINITIE 82. Sistemul f e posibil surjectiv dacd satisface (3.1).
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DEFINITIE 83. Sistemul f se numeste necesar surjectiv dacd satisface ori-
care dintre (3.2),...,(3.4). Dacd (3.2) e adevdaratd, atunci f e necesar surjectiv
cu timp de acces nemdrginit. Dacd (3.3) e adevdratd, atunci f e necesar sur-
jectiv cu timp de acces mdrginit. In cazul in care (3.4) e indeplinitd, sistemul
f e necesar surjectiv cu timp de acces fix. In aceste trei situatii timpul de
acces t e numit nemdrginit, mdrginit si fix.

ExempPLU 85. Sistemul autonom f: S — S,

Yue S, flu)y=295
e posibil surjectiv, dar nu necesar surjectiv.
EXEMPLU 86. Notdm U = {X(_co,0): X[0,00)} §i fie f:U — P*(S) definit prin

Vu € U, f(u) = {uo7?d e R}.

Sistemul f e necesar surjectiv cu timp de acces nemarginit, fard sd aibe timpul de
acces marginit. Verificam proprietatea (3.2), de exemplu, pentru p = 0 : Ju € U,
adicd U = X(_oo,0) a0 tncdt f(u) = {X(_oo,a)ld € R} iV € f(u), existd t € R,
i.e. t > sup supp x cu proprietatea x(t) = 0.
EXEMPLU 87. U = {0,1} (cele doud functii constante R — B) ¢i f : U —

P*(S) e definit de

f(0) = {z]z € 5,2(0) = 0},

f(1) ={z]z € S,z(2) =1}.
Sistemul f e necesar surjectiv cu timp de acces mdrginit, dar nu §i cu timp de acces
fix. Ca sd verificam cd (3.3) e indeplinitd, alegem pentru orice p € B, intrarea
u = (egalitatea dintre functia constantd gi constantd) gi

= 0,daca p =10
T\ 2,daca =1
EXEMPLU 88. Definim f : S — P*(S) prin
Vu € S, f(u) = {z|z € S,2(0) = u(0)}.

Sistemul f e necesar surjectiv cu timp de acces fix, ceea ce tnseamnd cd pentru
t = 0 gi pentru orice p € B putem alege un u € S aga incat u(0) = p. Atunci
Va € f(u),z(0) = p. Proprietatea (3.4) e adevdratd.

TEOREMA 218. Dacd f e sistem determinist, atunci proprietdtile de surjectivi-
tate posibild si surjectivitate necesard cu timp de acces nemdrginit sunt echivalente.

TEOREMA 219. Presupunem cd f e posibil surjectiv i cd f C g, pentru un
sistem g : V — P*(S(™), V € P*(S™). Atunci g e posibil surjectiv.

DEMONSTRATIE. Deducem ci dacd p € B™ e oarecare, atunci existd u € U,
deci existd uw € V gi © € f(u), cu alte cuvinte existd = € g(u) si t € R astfel incat
z(t) = p. O

TEOREMA 220. Presupunem cd sistemul g e necesar surjectiv cu timp de acces
nemdrginit (mdrginit, fix). Atunci din f C g st U =V, deducem ca f e necesar
surjectiv cu timp de acces nemdrginit (marginit, fix).

DEMONSTRATIE. Proprietétile tuturor starilor lui g sunt, in particular, propri-
etdtile tuturor starilor lui f. O
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TEOREMA 221. Daca sistemul f e posibil surjectiv (necesar surjectiv cu timp de
acces memarginit, marginit, fix) atunci f* are aceeasi proprietate de surjectivitate.

DEMONSTRATIE. Ar#tdm implicatia pentru afirmatia (3.2) :
Ve B", Ju e U Vx € f(u), It € R,z(t) = p <=
Vue B, Jue U Vx € f(u),t e R,ZT(t) =1
Y € B, Ju € U*,Vx € f*(u),3t € R,z(t) = p.
]

TEOREMA 222. Consideram sistemele f : U — P*(S™) U € P*(S(™) si

h:X — P*(S®), X € P*(S™) cu proprictatea cd are loc incluziunea |J f(u) C
uclU
X. Dacd ho f e posibil surjectiv (necesar surjectiv cu timp de acces nemdrginit,

mdrginit, fix), atunci h e posibil surjectiv (necesar surjectiv cu timp de acces nemdr-
ginit, madrginit, fix).

DEMONSTRATIE. S& presupunem ci ho f e posibil surjectiv. Atunci
Vv e BP,JueU,3z€ (ho f)(u),It € R,2(t) = v,
agadar
Vv e BP,Ju e U,3x € f(u),Jz € h(x),Ft € R, 2(t) = v,
VveBP, 3z € X,3z € h(z),Ft e R, 2(t) =v
si h e posibil surjectiv.

Presupunem in acest moment c& h o f e necesar surjectiv cu timp de acces
mérginit. Avem

VveBP,JueU,3t € R,Vz € (ho f)(u),2(t) =v,

Vv e BP,Ju e U,3t € R,Vx € f(u),Vz € h(x), 2(t) = v,
Vve BP,3t e R,3z € X,Vz € h(x),2(t) =v
i.e. h e necesar surjectiv cu timp de acces marginit. O

TEOREMA 223. Dacd f satisface |J f(u) = X si h e posibil surjectiv, atunci
uelU
sistemul h o f e posibil surjectiv. In particular, dacd f satisface proprietatea de
surjectivitate din Definitia 81 si h e posibil surjectiv, atunci ho f e posibil surjectiv.
DEMONSTRATIE. Avem
Vv e BP dz € X, 3z € h(zx), Tt € R, 2(t) = v,
Vv € BP,Ju e U,3x € f(u),Jz € h(x),Tt € R, 2(t) = v,
Vv e BP,Ju e U,3z € (ho f)(u),It € R, 2(t) = v.
Proprietatea din Definitia 81 implica |J f(u) = X = S™. O
uelU
TEOREMA 224. Fie f un sistem mecesar surjectiv cu timp de acces nemdrginit
(mdrginit, fix) si presupunem cd g e un sistem oarecare cu U C'V giVu € U, f(u)N
g(u) # 0. Atunci intersectia f N g e un sistem necesar surjectiv cu timp de acces
nemdrginit (marginit, fix).

DEMONSTRATIE. Suportul lui f Ng e U. Aplicim Teorema 220. O



122 7. SURJECTIVITATE, CONTROLABILITATE SI ACCESIBILITATE

TEOREMA 225. Dacd sistemul [ e posibil surjectiv i dacd g e un sistem ar-
bitrar, atunci f U g e posibil surjectiv. In particular, reuniunea sistemelor posibil
surjective e un sistem posibil surjectiv.

DEMONSTRATIE. Deoarece f C f U g, afirmatia teoremei decurge din Teorema
219. O

4. Controlabilitate si accesibilitate, puncte de vedere

OBSERVATIE 76. Notiunea de controlabilitate [20] a ecuatiilor diferentiale liniare
a fost introdusd intr-o formd implicitd in lucrdrile de sisteme optimale ale lui L.S.
Pontriagin si ale colegilor sdi sub forma unor conditii algebrice. Notiunea a devenit
distincta datoritd lucrdrilor pe care R.E. Kalman le-a prezentat la Conferinta de
ecualii diferentiale din Mexico City din 1959 precum si la primul Congres de control
automat din Moscova care s-a desfasurat in anul 1960.

Reproducem in acest moment cdteva puncte de vedere asupra controlabilitatii
si accesibilitatii. Mentiondm cd autorii pe care i1 vom aduce in disculie lucreazd
cu sisteme reale, deterministe si cd ideile lor sunt prezentate sub o formd adaptatd
prezentului context.

Profesorul Toma Leonida Dragomir afirmd': “controlabilitatea inseamnd exis-
tenta unei comenzi care poate conduce sistemul intr-un interval de timp finit arbitrar
de lung® dintr-o stare arbitrard in stare de repaus®. Accesibilitate inseamnd exis-
tenta unei comenzi care sd poatd conduce un sistem din starea de repaus intr-o stare
arbitrard, deci accesul din starea de repaus la o stare arbitrard tot intr-un interval de
timp finit arbitrar de lung. Pentru majoritatea sistemelor liniare cele doud propri-
etdti sunt echivalente. Fxista si sisteme liniare pentru care ele nu sunt echivalente,
iar in cazul sistemelor neliniare problema este mai acutd. Istoric, prima datd a
apdarut termenul de controlabilitate, apoi cel de accesibilitate. Datorita echivalentei
in cazuri uzuale liniare ele sunt in mod frecvent confundate.’

Opinia despre controlabilitate a lui Anouck Girard* e aceea cd ’poti ajunge
oriunde doresti intr-un timp finit’. In aceastd conceptie orice referire de acces la o
pozitie de repaus (steady state) lipseste.

F.H. Clarke et al.’> definesc controlabilitatea asimptoticd intr-o manierd com-
patibild, exceptie cerinta comportdrii asimptotice, cu Dragomir i observd cd definitia
lor e o ’generalizare naturald la sisteme cu control a conceptului de stabilitate uni-
formda asimptoticd a solutiilor ecuatiilor diferentiale’.

In a sa ’Kalman’s Controllability Rank Condition: from Linear to Nonlinear™,
Eduardo D. Sontag identificd controlabilitatea si accesibilitatea lui Dragomir afir-
mand cd ’In principiu, dorim sd studiem controlabilitatea din origine’. Autorul
considerd cd originea e o stare de repaus sau, in termenologia sa, o ’stare de
echilibru’ §1 mentioneazd existenta unei alte terminologii pentru acest concept de
controlabilitate, anume aceea de ’'reachability’. Mai departe, ’Pentru probleme de

1coresponden§ii privata
2

3

aceasta inseamn# c# nu ne referim la un comportament asimptotic aici
i.e. valoarea finald a stirii, care in cazul liniar coincide cu vectorul nul

4ME237-Control of Nonlinear Dynamic Systems, Discussion #3, Controllability and Observ-
ability of Nonlinear Systems, February 18-th, 2002

5F.H. Clarke, Yu.S. Ledyaev, E.D. Sontag, A.I. Subbotin, Asymptotic Controllability Implies
Feedback Stabilization, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. XX, No. Y, 1999

6care va apdrea in cartea Mathematical System Theory: The influence of R. E. Kalman
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controlabilitate din puncte care nu sunt de repaus au loc rezultate similare, diferenta
constand in modificari minore ale definitiilor’, i.e. el acceptd controlabilitatea in
sensul lui Girard, un simplu transfer fard echilibru initial ori final. O altd remarcd
a sa e cd 'deseori suntem interesati ... de controlabilitate la zero’. Dupd ce actual-
izdm contextul analizat de Sontag astfel incdt el sa corespundd necesitdtilor noastre,
accesibilitatea sa coincide cu ceea ce el numeste ’controlabilitate din origine’.

Prezentam acum definitiile date de profesorul Mihail Megan [20] celor doud con-
cepte, traduse in limbajul sistemelor asincrone. Sd observam cd in aceste definitii
autorul stie gi foloseste posibilitatea de a include sau de a nu include cerinta de
repaus. De mentionat de asemenea cd, uneori existd posibilitatea a mai multe
traduceri meechivalente ale definitiilor sale in limbajul sistemelor asincrone. Fie
t' € R. Sistemul [ e:

a) exact t' controlabil dacd pentru orice p', " € B™, avem cd existd t” > t'
st u € U asga incat (toate) starile x € f(u) tau valorile ', 1" la momentele de timp
tl, t”;

b) exact t' stabil controlabil (in original: exact t' nul controlabil) dacd
pentru orice i’ € B", existd o stare de repaus 1 € B" precum sit’ >t siue U
asa tncdt (toate) starile x € f(u) iau valorile p', 1" la momentele de timp t' si t"”;

¢) exact t’ controlabil cu timp universal dacd la o) t" depinde doar de t'
g1 e independent de oricare dintre ', u”,u $i x;

d) exact t' stabil controlabil cu timp universal (in original: exactt' nul
controlabil cu timp universal) dacd la b) t” depinde doar de t' gi e independent
de toate celelalte variabile.

Cu astfel de definitiic Megan acceptd de fapt toate celelalte puncte de vedere.
Cuvdantul ‘exact’ in aceastd terminologie e opus lui ‘aproximativ’, o variantd pe care
autorul o ia de asemenea in considerare. Nu insistdm in acestd direclie deoarece
‘exact’ i ‘aprozimativ’ coincid in studiul nostru. In continuare, f e:

e) exact complet controlabil dacd a) e adevdratd pentru orice t';

f) exact complet stabil controlabil (in original: exact complet nul con-
trolabil) dacd b) e adevarat pentru orice t';

g) uniform exact controlabil dacd la e) t’" =t 4+ 6, 6 > 0 e o constantd;

h) uniform exact stabil controlabil (in original: uniform eract nul con-
trolabil) dacd la f)t" =t 4+ 6, 6 > 0 e o constantd.

Dam acum din lucrarea profesorului Megan [20] definitiile accesibilitatii asa
cum se obtin ele in urma traducerii facute pentru contextul teoriei sistemelor asin-
crone. Fiet' € R. Sistemul [ este:

a’) exact t' accesibil dacd Vi € B, eristd starea de repaus ' € B"®
momentul de timp t" > t' si intrarea v € U asa incdt valorile p', i/ sunt accesate
de (toate) starile x € f(u) la t’' gi respectiv la t";

b’) exact t' accesibil cu timp universal dacd la a’) t" depinde doar de t’ si
e independent de rest;

¢’) exact complet accesibil dacd a’) e adevdratd pentru toti t';

d’) uniform exact accesibil dacd la ¢’) existd & > 0 aga incat " =t + 6.

7’steady state’; aici nu e evident dacd traducerea e Ju” € B", u” e stare de repaus sau
Vi’ € B™, u” e stare de repaus
ca mai inainte, avem doud traduceri convenabile: Iu’ € B™, u’ stare de repaus si V' € B™,
u' stare de repaus
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In wrmatoarele sectiuni vom folosi cuvdntul ’accesibilitate’ atdt pentru contro-
labilitate, cdat si pentru accesibilitate.

5. Accesibilitate in sensul de a avea acces

DEFINITIE 84. Fie sistemul f gi numdrul 6 > 0. Considerdam urmdtoarele afir-
matis

(5.1) Vu e B", Ju e U Vx € f(u),3t € R,z(t) = p,
(5.2) Ve B", Ju e UV € f(u),3t € R, 2(—oc,t) = 1,
(5.3) Ve B", Juc UVr € f(u),3t € R, 2jj,00) = 1ty
(5.4) Vu e B",Ju e UVz € f(u),Vto € R, 3t > to,z(t) = p,
(5.5) Ve B",Juc UVr € f(u),3t € R,z 146 = 1y
(5.6) VueB", Ju e U 3t € R,V € f(u),z(t) = p,
(5.7) VueB", Jue U, 3t € R,Vx € f(u), Z|(—oc,t) = My
(5.8) Ve B",Ju € U, 3t € R,V € f(u), Z|jt,00) = Wy
(5.9) VYu e B, Ju e U, Vtg € R, 3t > to,Vz € f(u),z(t) = p,
(5.10) Vue B", Juec U3t € R,Vo € f(u), 2)j,t46 = 1

a) (5.1) se numeste proprietatea de accesibilitate. Dacd Q2 = B"™ sau, in mod
echivalent, daca (5.1) e adevdratd, spunem cd f e accesibil.

b) (5.2) se numegte proprietatea de accesibilitate la valorile initiale ale
stdrilor. Dacd ©) = B™ sau, echivalent, daca (5.2) e indeplinitd, spunem cd f e
accestbil in sensul accesului la valorile initiale ale stdarilor.

¢) (5.10) e proprietatea de accesibilitate sincrond la valorile §—persistente
ale stdrilor. Dacd Qss = B™ sau, echivalent, dacd (5.10) e satisfacutd, atunci
spunem cd [ e accesibil in sensul accesului sincron la valorile 5—persistente
ale starilor.

OBSERVATIE 77. Afirmatiile (5.1),...,(5.10) sunt similare cu (1.1),...,(1.10) din
Capitolul 6 unde A a fost inlocuit cu Yu, i.e. in locul existentei accesului la o
valoare i, avem accesul la orice valoare . Implicatiile dintre proprietdatile precedente
sunt aceleast ca si cele din Observatia 60 i.e.

(5.6) < (5.10) < (5.7)

I3 I3 NS
(5.1) <= (55) <« (5.2)
f f
(54) <« (5.3)
() ()
(5.9) < (5.8
U U
(5.6) (5.10)

(5.1) si (5.6) coincid cu cerintele de surjectivitate necesard (3.2), (3.3).
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(5.6),...,(5.10) pot fi intarite la proprietdti de timp fix’, ceea ce dd noi sensuri
conceptului de accesibilitate.

(5.1),...,(5.10) sunt interpretate ca o generalizare a punctului de vedere a lui
Dragomir conform cdaruia ’controlabilitate inseamnd existenta unei comenzi care
poate conduce sistemul tntr-un interval de timp finit arbitrar de lung dintr-o stare
arbitrard in stare de repaus’ (vezi (5.3) si de asemenea (1.3) din Capitolul 6)
la toate tipurile de wvalori accesibile folosite: arbitrare, initiale, finale, ciclice i
b—persistente. Cele mai generale dintre aceste proprietati, (5.1) si (5.6), sunt con-
forme i cu cerinta lui Girard ’poti ajunge oriunde doresti intr-un interval finit de
timp’.

6. Accesul sistemelor neanticipative dintr-o stare finala

TEOREMA 226. Presupunem cd sistemul f e neanticipativ in sensul Definitiei

64: vVt e R,Yu e U,Vv € U,
Ul(~00,t) = Vl(=o0,t) = {Z|(~o0,q|T € F(u)} = {Y)(~c0ly € f()}

st fixam ', 1" € B, u € U. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a)Vx € f(u),IH e Ryx(t) = si H" >t/ x(t") =

b) v € UVy € f(v),3t" € Riuj(coor) = V(—ooe)y(t') = p' 5i Vo €
fw), 3" >t x@t") =p".

DEMONSTRATIE. a) = b) E suficient s& ludm u = v.

b) = a) Fixim un v € U care face b) adeviratd si notdm

t = Sup{tl|tl € Rau\(—oo,t’) = U\(—oo,t’)}-

Dacs t; = oo, atunci u = v gi a) e adeviratd. Deci putem presupune din acest
moment cd t; < 0o. Din aceea i U|(—oo,t;) = V|(=oo,t,) $i din neanticipativitatea lui
f, avem

(6.1) {2 (—o0,)l® € f(W)} = {Y)(—o0,t)ly € f(v)}.
Pe de altd parte, tinand cont de (6.1), b) implici
Yy € f(v), 3t € R, uj(—oopr) = V)(—oop), Y(t') = 1 si
siVr € f(u), 3" >t z(t") = u",
Vy € f(v), 3t <ty,y(t') =u sivVe e f(u),3t" >t x(t") = u”",
Vo € f(u),3t' € Ryz(t') = i siVo € f(u), 3" >t/ z(t") =",
Vz € f(u), 3t e Ryx(t') = p' st " >t/ z(t") = p".
O
OBSERVATIE 78. Accesul starilor unui sistem la o valoare finald si apoi din acea
valoare finald la alte valori e importantd in teoria sistemelor asincrone. Apare o
anumitd trivialitate aici, tn sensul cd multimile (vezi Definitia 69 si de asemenea
Definitia 72)
PQ={(, u ), p" €B",Juel,
Vo € f(u), 3t € R, x| o0y = i/ si 3" >t/ 2(t") = p'"},
PO ={(, W)y, 1 €B",Juel,
Vo € f(u), 3t € R, x|jp,o0) = 1/ si " € R,z o0y = 1"},
YOR={(, ")y, €B",Juel,



126 7. SURJECTIVITATE, CONTROLABILITATE SI ACCESIBILITATE

Vo € f(u), 3t € R, x| o0) = 1/ si Yty € R, 3" > ty,2(t") = p"},
/f® Q(S — {(IUI,IUU)LU/,,UU c Bn73u c U,
Vo € f(u), 3t € R, x|y o0y = i st 3" >t' — 6,20 15 = 1"}
8 > 0, sunt toate egale (vezi Teorema 202 c)) cu
{(u, ) € B, Ju € U,Vx € f(u),3t € R, x|[4,00) = p1}
in timp ce multimea
@0y ={(, 1), €B",Fuel,
Ve e f(u), It e R,xjp o) = i 51 3" >t 2oy = 1"}
e egald (vezi Teorema 202 f)) cu
{(, 0)|p € B", Ju € U,Vx € f(u),Vt € R,x(t) = p}.

Cu alte cuvinte, dintr-o valoare finald accesibild, singura valoare accesibild e val-
oarea finald insdsi, cu cazul particular cand dintr-un punct accesibil de echilibru
singura valoare accesibild e punctul de echilibru insugi.

Teorema precedentd ne permite sd reconsiderdm accesele consecutive la p' i
apoi la u” in cazul sistemelor neanticipative, i.e. ea dd ideea de a inlocui expresia
de la a) cu aceea de la b), cand i’ e valoarea finald gi p” e pe rand valoare arbitrard,
valoare initiald, valoare finald, valoare ciclicd i valoare 6—persistentd. Avem

DEFINITIE 85. Consideram sistemul f, meanticipativ in sensul Definitiei 6/.
Numim

P@Q={(, ") 0" €B",JueUIvelVye f(v),It €R,

Uj(—o0,t) = V|(—o0,t')s Y|[t',00) = M 81 V& € fu), 3" > 1" x(t") = "}
multimea perechilor (1, 1) de valori accesibile consecutive ale (stdrilor)
i f, cu p finald. Pentru (p',p") € O ® Q spunem cd existd u € U asa incat
starile x € f(u) iau (acceseazd) mai intdi valoarea finald 1/, apoi valoarea
.

Sd fixam p', 1"’ ,u. Proprietatea
Jv e UVy e f(v),It € R,

Uj(—o0,t') = V|(—oot)s Y|[t,00) = M st Vx € fu), 3" >t 2(t") =p
e numitd accesul consecutiv al (starilor) lui f, aflat sub intrarea u, mai
intdi la valoarea finald ', apoi la 1. Spunem uneori cd f(u) transferd val-
oarea finald u' in p'.
Terminologia si notatiile sunt similare pentru multimile

b ®0y ={(, "), n" €B",JueUIvelVye f(v),t' €R,

"

Uj(—o0,t) = V|(—o0,t)s Y|[t',00) = M 81 VT € fu),3t" >t 01—y = 1"},
Y@ ={(W,u") " €B,JuelUIvelUVye f(v),3t' €R,
Uj(—o0,t) = V|(—o0,t')s Y|[t',00) = M 81 V& € fu), " € R, 2 o) = 1},
Y@ R={(u, ")y, €B",FueUIvelVyc f(v),3t' €R,
Uj(—o0,t) = V|(—o0,t')s Y|[t'00) = M 81 V& € fu), ¥Vt € R, 3" > t1,2(t") = p"},
Y@ Qs = {0 0" €B,FJuelU,IvelUVye fv),3t' €R,
Uj(—s0,t7) = V|(—o0,t') Y|itr00) = M 81 Y € f(u), 3" >t =6, prys) = '}
unde 6 > 0.
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OBSERVATIE 79. Ezistd versiuni ale Definitiei 85 in care una sau ambele accese
sunt sincrone. Vom face uz de aceastd observatie mai tdrziu.

In constructiile precedente ji' nu e o valoare finald sub u, ci subv, unde u giv pot
fi diferite. Cu alte cuvinte, dacd u # v, atunci existd un moment al timpului t' cu

proprietatea cd Uj(—oo,t') = Vj(—o00,t')s 1) (=001 € f(1)} = {Yj(—oc,t1ly € f()},
Vy € f(0),yp00) = 1y ult’) # v(t') si existd posibilitatea ca 3" > t',3x €
u), T . Anpa tcular, existd posibilitatea ca Vo € f(u), >t x =
t” w. I rticul t bilitat V. " >t ("
W ocu " # 1. In aceste circumstante, 0, ®Q2,0,®0},0;® R 0, ®Qs evitd
trivialitatea anterior mentionatd iar @}@@6 ramane triviald®. Ajungerea la aceastd
concluzie a reprezentat scopul prezentei sectiuni.

7. Accesibilitatea in sensul acceselor consecutive

OBSERVATIE 80. Consideram sistemul f gi incercam in acest moment sd val-
orificam intuitia acumulatd despre ce sunt controlabilitatea si accesibilitatea. Prima
idee de la care plecam e punctul de vedere al lui Girard despre controlabilitate “poti
ajunge oriunde doresti (intr-un interval de timp finit)’, care e, in doud variante
asincrone
(7.1) I e B,V € B",JueU,

Ve € f(u),3t" e Ryx(t') = p' st " >t z(t") = p”
§t
(7.2) V' e B, Vu”' € B, Juel,
Vo € f(u),3t e Ryz(t') =p si /' >t 2(t")=p".
(7.2) genereazd definitiile a), c), e), g) ale controlabilitatii lui Megan din Observatia
76:
A e R,V e B", V" e B", JueU,3t" >,
Vo € f(u),2(t') = p' si x(t") = p";
A eR, 3" >t V' e B",Vu" € B",Ju e U,
Vo € f(u),z(t') = p six(t") = u";
vt' e R,V € B", V" € B",Ju € U, 3" > t/,
Vo € f(u),z(t') = p six(t") = u";
36 > 0,vt e R,V € B",Vu” € B",3u € U,
Vo € f(u),z(t') =p six(t' +8) = u".
Punctul de vedere al lui Dragomir asupra controlabilitdtii ’existenta unei comenzi

care poate conduce sistemul intr-un interval de timp finit arbitrar de lung dintr-o
stare arbitrard in stare de repaus’ inseamnd valabilitatea uneia dintre

(7.3) V' e B", 3y €0}, Iucl,
Ve e f(u), 3t e Ryz(t') = p' si " >t 2 00) = 17,
(7.4) V' e BV € ©%,3u e,

Vo e f(u), 3t e Ryx(t) = p' st 3" >t/ 2y o0y = 1.
Multimea starilor de repaus (steady states) @'f e presupusd a fi nevidd si cele doud
versiuni ale definitiei sunt asincrone din nou. Filozofia lui (7.3) si (7.4) genereaza

90/, ® ©) = 0/, ® 0 = {(1, )| € B™, Ju € U,Vx € f(u),Vt € R, x(t) =}
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definitiile b), d), f), h) ale controlabilitatii lui Megan [20] (vezi Observatia 76 din
nou):
W eR,VY eB", " €O, IuecU ' >,
Vo e f(u),z(t') = 1 stz o) = p'';
W eR,VY e B Vu €O, Iuec U >,
Vo e f(u),z(t') = 1 stz o0y = p'';
W eR,IH >,V e B, I €0, JuecU,
Vo e f(u),z(t') = 1 stz o0y = p'';
W eR,IH" >t ,Vu e B", V' €0, JuecU,
Vo e f(u),z(t') = 1 stz o0y = p'';
vt e R,V € B", 3" € O, Ju e U, 3" >t
Vo e f(u),z(t') = 1 stz o0y = p'';
vt e R,V € B", Vi € O, Jue U3t >t
Vo e f(u),z(t') = 1 stz o0y = p'';
36 >0,V e R,V € B", 3/ € O, Ju e U,
Vo € f(u),x(t') = 1’ st x|p1500) = 1
36 >0,V e R,V € B", V' € O, Ju e U,
Vo € f(u),x(t') = 1 st x|p1500) = 1.
Definitia pe care Dragomir o dd accesibilitatii e bund doar pentru sistemele nean-
ticipative in sensul Definitiei 64: ’existenta unei comenzi care sd poatd conduce un
sistem din starea de repaus intr-o stare arbitrard, deci accesul din starea de repaus la

o stare arbitrard intr-un interval de timp finit arbitrar de lung’. Aceasta inseamnd
adevdrul uneia dintre:

(7.5) I €@,V € B, 3uclUIvelVyc f(v),3t' €R,
Uj(—o0,t) = V|(=o0,t') Y|[t',00) = M 81 Vx € f(u),3t" > ", x(t") =",
(7.6) V' € O,V € B, Ju e U,Fv e U Vy € f(v),3t € R,

Uj(—oo,t) = V|(—oo,t') Y|[t/,00) = 1 st Yz € f(u), 3" >t x(t") = pu".
Iatd definitiile a’), b’), ¢’), d’) din Observatia 76 pe care profesorul Megan le dd
accesibilitatii i care 15t au originea in ideea exprimatd prin (7.5):
W eR,Vu' €eB", 3y €0, FJuclU, el >,

1

VY € F(V), U)(—o0,t) = Vj(—o0,t)s Y|[tr,00) = M 81 V& € flu),z(t") = p";
W eR, I >tV eB", I €0}, IuclU,vel,
Yy € F(V), U)(—o0,t) = Vj(—o0,t)s Y|[tr,00) = M 81 V& € flu),z(t") = p";
v eR, V' €eB", 3 €0, JucU el It >¢,
VY € F(V), U)(—o0,t) = Vj(—o0,t)s Y|[t/,00) = M 81 V& € flu),z(t") = p";
>0, e R, VY €eB", 3/ €0}, FJucU,wel,
Yy € F(0), Uj(—o0,t) = Vj(—o0,t)s Y|t/ 00) = M 81 Y € flu), z(t' 4 6) = p”
g1 similar pentru definitiile a’), b’), ¢’), d’), care isi au originea in (7.6).
Acum modalitatea de constructie a propritatilor de accesibilitate e evidentd.



CAPITOLUL 8

Stabilitatea

Sistemele absolut stabile f sunt acelea pentru care Yu € U,Vx € f(u), existd
limita 1tlim x(t) in timp ce sistemele relativ stabile sunt definite prin Vu € U, daci ex-
—00

istd tlim u(t), atunci Vx € f(u), existd tlim x(t). Aceste proprietiti sunt asociate cu
—00 —00
un alt tip de agteptari legate de comportamentul circuitelor asincrone. Stabilitatea

relativa la o functie Booleand F' generalizeaza stabilitatea relativd prin inlocuirea
lui Eltlim u(t) cu Ethm F(u(t)) si defineste sistemele combinationale. Importanta
— 00 — 00

acestor proprietdti constd in posibilitatea de a caracteriza f in timp discret. Intr-
adevir, momentele de timp ¢ > t¢, cand toti x, respectiv u si toti x, respectiv F'(u)
si toti & au devenit stabile pot fi alese ca momente de timp discret.

In acest capitol se definesc si se comenteazi cele trei tipuri de stabilitate.

1. Stabilitatea absoluta

OBSERVATIE 81. Sd recapitulam pentru inceput unele din faptele prezentate
anterior gi care sunt legate de stabilitatea absolutd.

Fie sistemul f : U — P*(S™), U € P*(S™™)). El se numeste absolut stabil
§i mai spunem cd [ are stari finale (valori finale ale starilor) dacd

(1.1) Vue UV € f(u),Ip € B", 3ty e RVE > ty,2(t) = p
e adevdrata. In cazul in care

(1.2) Vue U, dp e B" Vo € f(u),3ty € RVt > ty,2(t) = p,
atunci el e numit absolut stabil fard curse gi dacd

(1.3) JueB",VueUVz e f(u),Ity e R,VE > tp,x(t) = p

atunci f e numit constant absolut stabil. In aceste definitii ty, u sunt numite
timp final si respectiv starea finald (sau valoarea finald a stdarii). In (1.2)
starea finald p e numitd fard curse si in (1.3) e numitd constantd. Aceste
notiuni apar in Definitiile 25,...,27 care au fost date in cazul mai general al pseudo-
sistemelor in timp ce timpul final nemdrginit, mdrginit si fix apare in Definitiile
31,...,833. Posibilitatile de a combina diferitele tipuri de stari finale si timp final
sunt listate in Teorema 26.

Notiunea de valoare finald a unei functii binare e introdusd aldturi de duala sa,
valoarea initiald, prin Definitia 14. Notatiile valorii finale a lui x sunt tlirglo x(t) si

x(0c0 — 0). Functia stare finald ¢ care asociazd fiecdrei intrdari w multimea {x (oo —
0)|z € f(u)} apare in Definitia 35, aldturi de multimea starilor finale © .
Conceptul de sistem introduce o asimetrie intre existenta stdrilor initiale i
existenta starilor finale. Aceasta se datoreste in principal faptului cd obisnuim sd
rationdm intr-o manierd neanticipativd, de la trecut la vittor si, in general, avem

129
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nevoie sa cerem existenta starilor initiale. Modul in care pseudo-sistemele induc,
in cazul sistemelor, proprietdatile de existentd ale starilor initiale/finale respectiv de
existentd a timpului initial/final a fost ardtat in Teoremele 31 gi 32.

Sistemele absolut stabile sunt acelea unde stabilizarea stdarii se produce indifer-
ent dacd intrarea se stabilizeazd sau nu, urmdtoarele implicatii

(1.3) = (1.2) = (1.1)

fiind adevdrate. Sistemele absolut stabile f au definitd functia stare finald ¢;: U —
P*(B"). In cazul stabilitatii absolute fard curse, ¢y U — B" e functie univocd
gi dacd [ e constant absolut stabil, atunci ¢y e functie univocd constantd. Putem
identifica vectorul binar pu € B™ cu functia vectoriald constantd x(t) = u, ceea ce ne
permite sd definim pentru sistemul absolut stabil f sistemul lim f : U — P*(S(™)
prin Yu € U, lim f(u) = {z(co — 0)|z € f(u)}. Dacd [ e absolut stabil fard curse,
atunci lim f e determzmst in timp ce pentru f constant absolut stabil, lim f e
determinist si autonom.

Introducem dualul lui f,, restrictia sistemului absolut stabil f la starea initiald
(la valoarea initiald a starii) p (Exemplul 20). Pentru o stare finald arbitrard
1€ Oy aluif, sistemul f*:U* — P*(S™) e definit prin

U* = {ulu e U, € ¢f(u)}7

Vu € U, fH(u) = {z|z € f(u),z(co —0) = u}.

Sistemul f* e un subsistem al luz f numit restmc§m lui f la valoarea finald a
starii (la starea finald) .

Prezentdm in continuare cdteva proprietati.

Dacd g are stari finale (stari finale fard curse, stare finald constantd), atunci
orice [ C g are stari finale (stari finale fard curse, stare finald constantd) (Teorema
36). Dacd g are stari finale si f C g, avem Yu € U, ¢(u) C v4(u) (Teorema 40).
Daca g are timp final mdarginit (timp final fix), atunci orice f C g are timp final
marginit (timp final fix) (Teorema 38).

Sistemul f are stari finale (stari finale fard curse, stare finald constantd) daca
§t numai dacd f* are stari finale (stari finale fard curse, stare finald constantd)
(Teorema 44) in timp ce f are timp final marginit (timp final fix) dacd f* are timp
final marginit (timp final fix) ( Teorema 46). Teorema 48 ne aratd cd stabilitatea
absolutd a lui f implicd Vu € U*, ¢%(u) = {filn € ¢4 (W)}

Sistemele [ si f' au stari finale (stdm finale fard curse, stare finald constantd)
dacd f x f' are stdri finale (stdri finale fard curse, stare finald constantd) (Teorema
58). Sistemele f si f' au timp final mdrginit (timp final fix) dacd gi numai dacd
fx f' are timp final marginit (timp final fixr) (Teorema 60). Daca f, f' au stari
finale, avem Yu x u' € U x U', (¢ x ¢')s(ux ') = ¢y(u) x ¢;(v') (Teorema 62).

Dam in continuare fard demonstratii cdteva proprietdati similare precedentelor,
relative la legarea in paralel (f, fi) si care nu au mai fost mentionate pand acuma.
Presupunem cd UNU] # 0. Dacd f, fi au stari finale (stari finale fdard curse, stare
finald constanta) atunci (f, f1) are stari finale (stari finale fard curse, stare finald
constantd). In cazul cand f si f| au timp final mdrginit (timp final fiz), avem cd

Lo constructie mai adecvatd a acestei dualitati ar trebui sa porneascd de la pseudo-sistemul
f+ care in general nu are valori initiale ale stdrii, insd are valori finale si apoi s& ludm o valoare
finald p € O etc. Expresia 'dualul lui f,’ are o anumita imprecizie.
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(f, f1) posedd un timp final mdrginit (timp final fix). Pe de altd parte, putem scrie
¢ Yu € U NUL (6, 64)5 () = 6(u) x 9)(u).

Revenim la listarea unor proprietati de stabilitate mentionate anterior. Dacd
h are stari finale (stare finald constantd) gi sistemul ho f e definit, atunci h o f
are stari finale (stare finald constantd) (Teorema 69). Dacd h are timp final fix i
ho f exista, atunci ho f are timp final fix (Teorema 71). Fie sistemele f gi h astfel

incat |J f(u) C X sd fie adevdrata. Sda presupunem cd h are stari finale si folosim
uelU
notatiile g, 6§ pentru functiile stare finald ale lui h,ho f. Urmdtoarea formuld din

Teorema 73 e adevdrata:

Vue U, é¢(u) = U n¢(x).
xe f(u)

Daca f are stari finale (stari finale fara curse, stare finald constantd) si dacd existd
fNg, atunci f N g are stari finale (stari finale fard curse, stare finald constantd)
(Teorema 82). Dacd f are timp final marginit (timp final fix) i dacd existd fNg,
atunci f N g are timp final mdarginit (timp final fix) (Teorema 84). Dacd f,g au
stari finale st dacd multimea W = {ulu € UNV, f(u) Ng(u) # 0} e nevidd atunci,
conform Teoremei 86, avem

Vu e W (¢ N7)p(u) = ¢p(u) Ny p(w).

Daca f,g au stari finale, atunci fUg are de asemenea stdari finale; dacd f, g au
stari finale farda curse giVu € UNV, f(u)Ng(u) # 0, atunci fUg posedd stdri finale

fard curse. Dacd f,g au stari finale constante si |J f(u) N U g(u) # 0, atunci,
uclU ucV
datoritd Teoremei 95, putem afirma cd f U g are stare finald constantd. Dacd f,g

au timp final marginit (timp final fix), atunci f U g are timp final marginit (timp
final fiz) (Teorema 97). Presupunem cd f,g au stari finale. Prin Teorema 99, avem
cd functia stare finald (U )5 : UUV — P*(B") satisface

¢p(u), ue U\V
WeUUV(0U =4 v, ueV\U
¢p(u)Unp(u), ue UNV

Functia stare finald constantd datd de existenta luik € {1,...,2"} si a lui p*, ..., pu* €
B" asa incat Vu € U, ¢¢(u) = {ut, ..., u¥} se trateazd in mod dual cu functia stare
indtiald constantd din Sectiunea 1, Capitolul 5. Sensul lui Ju € B",Vu € U, ¢ ¢(u) =
e acela de stabilitate absolut constantd.

Fie sistemul autonom f = X. Duala Teoremei 113 afirmd cd proprietatea de
existentd a stdrii finale e data de

Ve e X,3p e B", 3ty e RVt > ty,2(t) = p,

in timp ce existenta starilor finale fard curse coincide cu existenta starii finale
constante gi e data de

JueB" Ve e X,3ty € RVt > ty,x(t) = p.

Duala Teoremei 114 afirmd cd pentru sistemul autonom f = X ezistenta timpului
final marginit si a timpului final fix coincid ambele cu

JdtreR Ve e X,3pe BVt >t x(t) = p.
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Duala Teoremei 115 afirmd cd pentru sistemul autonom absolut stabil f = X existd
urmdtoarele posibilitati: f are stdri finale gi timp final nemdrginit
Ve e X,3u e B, 3ty €e RVt > ty,2(t) = 1
f are stari finale si timp final marginit
Jty e R,Ve € X,3u e B",Vt >ty x(t) = ;3
f are stari finale fard curse si timp final nemdrginit
JueB", Ve e X,3ty € R,VE > ty,x(t) = 3
si respectiv f are stari finale fard curse si timp final marginit
JueB", 3ty e R,V € X,Vt >ty x(t) = p.
Duala Teoremei 116 afirmd cd functia stare finald a sistemului autonom absolut
stabil f e constantd i egald cu multimea starilor finale.

Dacd un sistem determinist e absolut stabil, atunci el e absolut stabil fard curse.
Daca f e un sistem finit absolut stabil, atunci el are un timp final mdrginit, conform
dualei Teoremei 124. In particular, sistemele combinationale ideale absolut stabile
sunt absolut stabile farda curse si au timp final mdrginit.

Dacad f e absolut stabil si auto-dual, atunci functia stare finald satisface ¢ =

" .
@}, conform cu duala Teoremer 145.
Fie f absolut stabil si simetric. Atunci functia stare finald satisface

Vu e U, ¢p(u) = dy(uoy)
pentru orice bijectie o € S({1,...,m}), dupd cum rezultd din duala Teoremei 153.

Daca sistemul absolut stabil f e invariant in timp, atunci, din duala Teoremei
161, obtinem cd functia sa stare finald indeplineste

Vd e R,Vu e U, ¢y(uot?) =¢p(u).
2. Stabilitatea relativa

DEFINITIE 86. a) Un sistem f pentru care urmdtoarea proprietate e satisfacutd
Yu e UNSM™ Vo e f(u),3u € B, 3ty € RVt > ty,a(t) = p
se numegste relativ stabil.
b) Dacd proprietatea
Vu e UNSM™ 3ue B, Vo € f(u), 3ty € RVt >ty a(t) = p
e adevdratd, atunci f e numit relativ stabil fard curse.
c¢) Sistemul f e constant relativ stabil dacd
Ju e B, Yu e UNS™ V€ f(u),3t; € RVt >ty x(t) = pu.
Atunci cand U N Sém) = ), spunem cd proprietdtile precedente de stabilitate sunt
indeplinite in mod trivial.
OBSERVATIE 82. Sistemele relativ stabile sunt acele sisteme pentru care stabi-
lizarea intrdrii produce stabilizarea starii: Yu € U,Vz € f(u),
Jlim u(t) = 3 lim 2(¢),
t—oo t—o0
in timp ce dacd limita tlim u(t) nu existd, atunci limita tlim x(t) poate sd nu existe
—00

—00

nict eaq.
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Stabilitatea relativd se analizeazd similar cu stabilitatea absolutd.

3. Stabilitatea relativa la o functie. Sisteme combinationale

NOTATIE 23. Fie functia Booleand F : B"™ — B". Notdm
Se) = {ulu e S, F(u) € S™M}.
DEFINITIE 87. a) Un sistem f care satisface
Yue UNSEY, Ve € f(u),3p € B", 3ty € RVE> ty,a(t) = p

se numegte F—relativ stabil, sau incd stabil relativ la functia F.
b) Dacda urmdtoarea proprietate

Yue UNSY Vo e f(u), 3ty € RVE> ty,a(t) = Jim P(u(€)

are loc, atunci f e numit F—relativ stabil fard curse, sau stabil fard curse
relativ la functia F. O altd terminologie pentru f e aceea de sistem combi-
national si in aceastd terminologie F' e numitd functie generatoare a lui f.

¢) Sistemul f este constant F—relativ stabil dacd este F—relativ stabil fard
curse gi dacd functia F: U — S e constantd, F = p:

JueB",VueUVz € f(u),3ty € R,VE > ty,2(t) = p.

In cazul cand UOS%HZ) = 0, spunem cd precedentele proprietdti de stabilitate au loc
in mod trivial.

OBSERVATIE 83. Notiunile de stabilitate constantd relativd la F si respectiv de
stabilitate absolut constantd coincid. Pe de altd parte, daca F : B™ — B" e functia
constantd, atunci Sg’é) = S si in Definitia 87:

punctul a) coincide cu stabilitatea absolutd;

punctul b) coincide cu punctul ¢) (si cu stabilitatea absolut constantd).

Stabilitatea farda curse relativd la F' e o proprietate de stabilitate de tipul fard
curse’ intr-adevar:

Yu e UNSEY, 3ue B Vo € f(u), 3ty € RV > ty,a(t) = p,
unde p = glim F(u(€)). De exemplu, sistemele combinationale ideale Fy sunt stabile
—00

fard curse relative la F.

Analiza acestui tip de stabilitate se face similar cu aceea care s-a fdacut la sta-
bilitatea absolutd.

In Figura 1 dam legatura care existd intre cele noud tipuri de stabilitate pe care
le-am definit.

In acest moment cele trei tipuri de timp final t f: nemdrginit mdrginit §i fiz

Yu € U,Vx € f(u)NS™, 3ty € R,VE > tg,x(t) = a(ty);
Yu € U,3t; € R,Vx € f(u) NS Wt >ty x(t) = x(ts);
3ty e R,Vu e UV € f(u) NS,V > tg,a(t) = x(ty)

se pot combina cu cele noud tipuri (nedistincte) de stabilitate. Rezultd de aici 27 de
posibilitati (nedistincte), asa ca in Teorema 26 care caracterizeazd pseudo-sistemele.
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stab.abs. const . — stab.abs. f.curse —> stab.abs.
|
stab.const .vel.la F = stab. f|curse rel.la F jsraburef da F

U
srab.cogsr.rei. = stab.rel. f.curse = stab . rel.

Ficura 1. Legatura dintre diferitele tipuri de stabilitate

I | |
1! : i
| | | x
v, . . y
| L !
| | |
nivelull I nivelid 2 I nivelul 3 Im’veﬁuﬁél

F1GURA 2. Sistem combinational

EXEMPLU 89. Fie circuitul din Figura 2, in care uw,v,x,y € S. Sistemele
u §i v sunt combinationale, in sensul cd semnalele pot fi identificate cu sistemul
combinational ideal 1g : S — S. Atunci produsul cartezian w X v e un sistem
combinational ideal, reprezentind nivelul 1 de analizd al circuitulus.

La nivelul 2 avem, pe de o parte, legarea in paralel (v,v) care e un sistem com-
binational ideal gi, pe de altd parte, produsul cartezian u x (v,v) care e de asemenea
un sistem combinational ideal. Functia sa generatoare e (A1, A2) — (A1, A2, A2).

La al 3-lea nivel de analizd al circuitului avem functia Booleand produs (A1, A2) —
A1 - A9 g1 circuitul combinational corespunzdtor, care e in produs cartezian cu v.
Functia generatoare e (A1, Aa, Az) — (A1 - Ag, Az).

La nivelul 4 avem un sistem combinational cu functia generatoare produs.

Concluziondm cd sistemul f : S — P*(S) care modeleazd circuitul din Figura
2 e combinational, asa cum se deduce din legarea in serie, legarea in paralel si
produsele carteziene ale sistemelor combinationale. Functia sa generatoare este

()\1,)\2) [d )\1 . Az.
4. Stabilitatea absoluta a sistemelor neanticipative

TEOREMA 227. Presupunem cd sistemul absolut stabil [ satisface proprietatea
de neanticipativitate din Definitia 64: ¥t € R, Yu € U, Yv € U,

Uj(—o0,t) = V|(=c0,t) == {@| (oo g|T € (W)} = {Y(—o0ly € f(v)}
si cd are de asemenea timpul final fir ty. AtunciVt € R, Vu € U, Vv € U,
(Ul(—c0,t) = V|(—cort) STt = tf) = f(u) = f(v),

i.e. f(u) depinde doar de restrictia u|(—oot;)-
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DEMONSTRATIE. Fie t; € R, u € U, v € U alese in mod arbitrar, asa incat
U|(—o0,t1) = V|(—oo,ts) ST 11 =ty
s fie adeviratd. Neanticipativitatea lui f d&
{7 (—oo,)l® € f(W)} = {Y)(—o0,t)ly € F(V)}.

Din stabilitatea absolutd cu timp final fix a lui f (vezi Teorema 26, c)) obtinem
Vo € f(u),3p € B",Vt >ty x(t) = p,
Yy € f(v), 3" € BVt >ty y(t) =4

si, deoarece t; > ty, concluziondm ci p =y si f(u) = f(v). O

TEOREMA 228. Fie f neanticipativ in sensul Definitieir 6.
a) Daca f e absolut stabil si are timpul final fix ty, atunci functia sa stare finald

¢y satisface Vt € R, Vu € U, Vv € U,
(U)(~o0,t) = V|(—o0,t) 811 2 tf) = Op(u) = ¢4(v),
i.e. ¢¢(u) depinde doar de restrictia uj(—oot,)-

b) In cazul ca f e absolut stabil fard curse si are timpul final fix ty, avem
vte R, Vue U, YveU,

(U)(—o0,t) = V|(—ooyt) Si t > 1) = Vo € f(u),Vy € f(v),tlij(r)lox(t) = tlirgoy(t),

i.e. limita lim x(t), care e aceeasi pentru toti v € f(u), depinde doar de wu|(—oo,)-

—00
¢) Daca f e constant absolut stabil, atunci
Yu € U,Yv € U,Vx € f(u),Vy € f(v),tlim x(t) = tlim y(t).
—00 —00
Cu alte cuvinte, tlim x(t) e aceeasgi pentru toti u € U gi toti x € f(u).
—00

DEMONSTRATIE. a) Din teorema precedentd avem ci f(u) = f(v). Asadar

¢p(u) = {x(oo = 0)z € f(u)} = {y(oo = 0)|y € f(v)} = &4 (v).
b) Acesta e cazul particular al lui a) cand ¢; e univoc.
¢) Cazul particular al lui b) cand ¢y e functia constanta. O

5. Exemple

ExeEMPLU 90. Considerdm urmdtoarele sisteme:
fi:S—=8VYueS, fi(u)=u

fo: 8 =S Vuelb, fau) = u(());

f3:8—= S, Yues, fs(u) =

f4:S—>P*(S),VuES,f4u = {0,
f5:SHP*(S),Vu€S,f5u{ “u“i;é‘gs ;
fo: S — P*(S),Yu € S, fo(u) = {{ouffi;s ;
friS = SVueS, fr(u) = {(1)7Z¢S :

fo: S — S,Vue S, fy(u) { Lues.

X[0,1)u[2,3)U[4,5)u..: W & Se
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X _ lLbueS. .
fQS_>P (S),VUES,fg(u)—{ {0,1},U¢Sc )
. dd >0}, uesS,
fio: S —P (S)aVU€5>f10(U):{ {UOT(|)7U7¢ E;Cu

In Tabela 1 am descris comportamentul acestor sisteme relativ la notiunile
cunoscute de stabilitate si relativ la timpul final prin scrierea unui ‘X’ atunci
cand proprietatea corespunzdtoare e indeplinita. Functia F' din tabeld e identitatea:
F:B—B,V\AeB, F(\) =\, pentru care Sp. = Se.

i fo fs fo fs fo fr fs fo fio

stabilitate absoluta X X X X X X X
stabilitate absoluta fara curse X X X X
stabilitate absoluta constanta X

stabilitate relativa X X X X X X X X X X
stabilitate relativa fara curse x X X X X X X X
stabilitate relativa constanta X X X X

stabilitate relativa la F X X X X X X X X x X
stabilitate relativa la F « « y

fara curse

timp final nemarginit X X X X X X X X x X
timp final marginit X X X X X X X X X
timp final fix X X X X X X

Tabela 1.



CAPITOLUL 9

Modul fundamental

Se considera sistemul asincron f : U — P*(S™) U € P*(S"™). Modul fun-
damental (de operare) al lui f e o intrare v € U cu proprietatea ci existd un
sit (1F)ken € {0,1}" asa incat toti # € f(u) acceseazd in mod sincron valorile
w10, put, p?, ... in aceastd ordine, unde u° e valoarea initiald si p!,u?,... sunt val-
ori finale. Daci un sistem asincron nedeterminist f posedd moduri fundamentale,
atunci el e interpretat sub actiunea lor ca sincron, cu timp discret si determinist.

Dup# introducerea si studiul transferurilor fundamentale, definim modul funda-
mental cu ajutorul lor. Se analizeazid mai multe proprietdti importante ale modului
fundamental. Capitolul se sfargegte cu investigarea modului fundamental relativ la
o functie.

1. Introducere

OBSERVATIE 84. Conceptul de mod fundamental e mentionat in multe lucrdari
sub o formd neformalizatd. Sa citam pentru inceput [14], unde caracterizarea sa e:
“intrarilor li se permite sa-gi schimbe valoarea doar atunci cind toate elementele de
intdrziere sunt stabile (i.e. au valoarea de intrare egald cu valoarea de iegire)’. ’De
observat cd modul fundamental exclude’ existenta unui ’ciclu de oscilatii’, adicd in-
stabilitatea. Altundeva autorul lui [14] se referd la modul fundamental unde "proiec-
tantul trebuie sd se asigure cd intrdrile circuitului se pot modifica doar atunci cand
circuitul e stabil si e pregdatit sd le accepte’. Asadar modul fundamental e o intrare
care satisface o succesiune de cerinte de stabilitate.

O opinie mai restrictivd asupra notiunii se exprimd in [28]: ’circuitul se pre-
supune cd e intr-o stare’ (i.e. intr-o situalie) ’tn care toate semnalele de intrare,
semnalele interne si semnalele de iesire sunt stabile'. Intr-o astfel de stare’ (i.e. in
asa o situatie) 'mediului i se permite sd schimbe un semnal de intrare’. (Termenul
de 'mediu’ e utilizat de unii autori ca expresie a ideii de ’totul cu exceptia circuitu-
lui’, in particular fiinta umand care controleazd probabil valoarea intrdarii st observd
iegirea. Subliniem faptul cd diferenta dintre acest concept de mod fundamental gi
precedentul tocmai a apdrut, constdnd in schimbarea permisd a "unui semnal de in-
trare’ doar, i.e. a unei functii coordonatd uj;,j € {1,...,m}.) Citam in continuare
din [28]: 'Dupd aceasta, mediului nu i se permite sd schimbe valoarea semnalelor
de intrare din nou pand cand intregul circuit s-a stabilizat’. Autorii lui [28] aratd
cd ‘'mediul’ trebuie sa stie momentul cand a avut loc stabilizarea circuitului-sistem
pentru a putea mentine intrarea constantd suficient de mult timp i e pomenit aici

Hn acest context, ’semnalele interne’ sunt starile si ele coincid cu ’semnalele de iesire’.
Afirmatia se interpreteazi ca fiind existenta lui w € U,A € B™,u € B"™ gi t1 asa incat
u(t1) = A\ z(t1) = psi Via > b1, ujgy 1) = A implicd Vo € f(u), 2|, ,4,) = b

137
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numele lui David Huffman care a definit (informal) pentru intdia oard modul fun-
damental in lucrdarile sale din anit ’50.

In acest moment cei doi editori ai lui [28] aratd cum modul fundamental al lui
Luciano Lavagno e regdsit sub noul nume de 'mod exploziv®. "Lucrdri ulterioare au
generalizat tratarea modului fundamental prin acceptarea unei forme restrictionate
de schimbdari multiple ale intrarii gi ale iegirii” (intrebare pe care ne-o punem: pand
in acest moment toti x € f(u) au comutat cu o singurd coordonatd x;,i € {1,...,n}
o data?) ’Acest caz e numit modul exploziv. Céand se gdseste intr-o stare stabild,
circuitul aflat sub actiunea unui mod exploziv va astepta schimbarea unei multimi
de semnale de intrare (intr-o ordine arbitrard). Dupd terminarea unei astfel de
‘explozii’ a intrdarii magina calculeazd explozia semnalelor de iesire i noile valori
ale variabilelor interne’ (in teoria noastrd, cele doud coincid). Mediului nu i se
permite sd producd o noud explozie a intrdrii pind cind circuitul nu a reactionat in
intregime la predecenta explozie - se presupune modul fundamental, insd doar intre
explozii de schimbari ale intrarii’.

Notiunea de ‘mod exploziv’ e ea itnsdsi subiect de controverse in literaturd.
Asadar ea nu e un tnlocuitor evident al 'modului fundamental’ al lui Lavagno, cu
care e pus in relatie de cdtre Sparso i Furber. Deoarece tn acest moment dezbaterea
capatd arome amuzante, reproducem si punctul de vedere din Webopedia, ’enciclo-
pedia online numdrul 1 dedicata tehnologiei computerului’. Dupd reproducerea mai
multor tehnici de implementare ale modului exploziv, autorii concluzioneazd: ’car-
acteristica unicd pe care toate modurile explozive o au in comun e cd ele sunt
temporare gi nesustenabile. Ele admit rate de transfer ale datelor mai rapide decdt
in mod normal, insd numai pentru o perioadd limitatd de timp si numai in conditii
speciale’.

Adoptam terminologia de mod fundamental pentru o intrare u caracterizatd
prin aceea cd starile x € f(u) acceseazd in mod sincron o valoare initiald u° € B™
si o familie (u¥)r>1 € B™ de valori finale, unde sirul (u*)ren € independent de
x. Aceasta generalizeazd modul fundamental al lui Lavagno si modul exploziv al lui
Sparso §i Furber (vezi Sectiunea 8 din acest capitol).

Se observad cu usurintd cd tocmai acumulata intuitie asupra conceptului de mod
fundamental presupune existenta meanticipativitatii. Prin meanticipativitatea lui
f:U — P*(8M™),U € P*(S™) intelegem in prezentul capitol si in lipsa altor
precizdri proprietatea din Definitia 64: ¥Vt € R, Yu € U, Yv € U,

Uj(=00,) = Vl(~o0,t) = {2](~o0,|T € F(u)} = {Y)(~c0nly € f(0)}-
Singurul caz in care aceastd proprietate de neanticipativitate va fi inlocuitd de o alta
e acela din Sectiunea 10, in care spunem in mod explicit ca cerem neanticipativitatea
relativd la o functie Booleand F' : B™ — B™, deci confuziile nu sunt posibile.

2. Transferurile fundamentale

TEOREMA 229. Fie sistemul neanticipativ f gi fitam to € R,u € U, p € B™.
Accesul sincron al lui f, sub intrarea u, la p, in momentul de timp to, definit prin

(21) Vx € f(u)v J}(to) = M
e echivalent cu urmdtoarea proprietate
(2.2) Fv € U, Uj(—o0,te) = V|(—o0sto)s VY € [(V),y(to) = p.

2in limba englezd 'burst mode’
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DEMONSTRATIE. (2.1)==(2.2) e evidenti, cu v = u.
(2.2)==(2.1). Din uj(—ooty) = V|(=o0,to) §1 din neanticipativitatea lui f de-
ducem cd {|(—oo,t]| € f(u)} = {¥)(—o0,t0]|y € f(v)}. In particular, avem
{z(to)lz € f(u)} =A{y(to)ly € fF(v)} = 1,
ie. (2.1) e adevirata. O
OBSERVATIE 85. Cdnd f e meanticipativ, ne propunem sa extindem rezultatul
exprimat prin Teorema 229 (urmdnd o idee care a apdrut pentru intdia oard in

Teorema 226 si Definitia 85) la posibilele echivalente ale accesului initial sincron gi
ale accesului final sincron ol lwi f la p, definite prin

(2.3) Vo € f(u), T)(—ooty) = My

(2.4) Vo € f(u),2)y,00) = 1

cu

(2.5) Fv € U, Uj(—o0,to) = V|(—o0sto)s VY € F(V), Y)(—o0,te) = Mo
(2.6) Fv € U, Uj(—00,tg) = V|(=00,to) YU € F(V),Y|[t,00) =

Remarcam ca

- echivalenta (2.3)<=(2.5) e adevaratd,

- echivalenta (2.4)<=(2.6) nu are loc. In timp ce (2.4) ne aratd cd toti x €
f(w), incepand de la momentul initial al timpului tg, devin egali cu p, (2.6) afirmda
cd toti x € f(u) satisfac x(tg) = p §i, pentru t > tq, pot pdstra valoarea p dacd, de
exemplu, u = v.

Fizam to < t1,u € U i u, ' € B™ si aplicam observatiile anterioare la doud
tipuri de accese consecutive sincrone care ne intereseazd, anume atunci cind p e
valoarea initiald g1 p' e valoarea finald

(2.7) Vo € f(u), ) (—oo,te) = I 81 ([t 00) = [
respectiv cand p, p' sunt ambele valori finale

(2.8) Vo € f(u),o[y,00) = K ST T|[t; 00) = M

Sd inlocuim in (2.7) si (2.8) accesele sincrone ale lui x la valorile finale prin (2.6).
Dupd cdteva calcule care tin cont de neanticipativitatea lui f, obtinem proprietdatile

(2.9) € U, U)(—o0,t) = V|(—o00,t1)s VY € F(0),Y)(—o0,te) = H 5T Y|[ty.00) = 15

(2.10) Jv e U,U‘(_Oo7t0) V|(—o0 to),Vy € f(v), Y|[to,00) = M St

51 W' € U uj(—ooty) = Ul( 00t1) Vy e f(v'), y‘ (t1,00 ):;/.
Fiecare dintre afirmatiile neechivalente (2.7) gi (2.9) descrie accesele lui f, mai
intdi la valoarea initiald p, apoi la valoarea finald ', cu deosebirea cd in primul caz
toti x € f(u) se stabilizeazd la p', in timp ce in al doilea caz toti x € f(u) se pot
stabiliza la 1/, de exemplu in situatia cind u = v.

Afirmatiile neechivalente (2.8) si (2.10) daw doud moduri complet diferite de
acces sincron mai intdi la valoarea i, apoi la valoarea p', in sensul cd in (2.8) avem
trivialitatea necesard = p' in timp ce in (2.10) exista posibilitatea ca p # '

In precedentele proprietati existd posibilitatea ca p = p' = punct de echilibru

(2.11) Vo e f(u),z = p,
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cu trivialitatile care decurg din acest lucru.
DEFINITIE 88. Presupunem cd (2.9) e adevdratd gi notam

Uf(—o0,t1)

(2.12) po = =T oo n|T € f(u)}

Atunci multimea p o) i e numitd transferul fundamental initial al

(starilor) lui f, sub intrarea u, de la valoarea initiald i la valoarea finald
!/

.
Invers, afirmarea faptului cd u Yl w', definita prin (2.12), e un transfer

fundamental initial inseamnd existenta unui tg < t1 asa incdt (2.9) e satisfacutd.
DEFINITIE 89. Dacd (2.10) e adevdrata, notam

e

(2.13) o = {210,012 € f(u)}.

Atunci multimea p Hlttogtn) i e numitd transfer fundamental neinitial al (stdri-

lor) lui f, sub intrarea u, de la valoarea finald i la valoarea finald 1.

Invers, afirmatia cd p Hlttogrn) w', definitd prin (2.13), e un transfer fundamental

neinitial inseamnd tndeplinirea lui (2.10).
DEFINITIE 90. Dacd (2.11) e satisfacutd, notam

(2.14) (u = p) = {u}.

Fie p un punct de echilibru. Atunci p = p e numitd transferul fundamental
trivial al (starilor) lui f, sub intrarea u.

Invers, atunci cand spunem cd p = p, definitd prin (2.14), e un transfer fun-
damental trivial, aceasta tnseamnd adevarul lui (2.11).

DEFINITIE 91. Dacd transferul sincron I' satisface Vv € T', v e monoton pe
coordonate, atunci el se spune cd e fard hazard.

OBSERVATIE 86. In (2.9), de multe ori, sincronismul accesului starilor la val-
oarea initiald p nu e necesar. Prezenta lui e justificatd doar de simetria expunerii.

Pentru transferurile fara hazard, conditia de monotonie pare a fi una de econo-
mie gi de normalizare, coordonatele lui x nu comutd mai mult decit e necesar, dar
acest lucru are de fapt o semnificatie functionald.

Transferurile fundamentale triviale sunt fard hazard.

3. Proprietati ale transferurilor fundamentale. Exemple

TEOREMA 230. Fie sistemul neanticipativ f si fizam to,t1 € Rty < t1,u €
U|(—o0,ty

U,u, i’ € B™. Daca (2.7) este adevdratd, atunci p — —' "1/ e un transfer funda-
mental initial, in timp ce dacd

H'U c U7’U/‘(7Oo,t0) = U‘(ioo’to)7vy S f(U)7yHt(),OO) = St \V,CL' S f(u),l‘l[tl’oo) = l//l7

. U|[tg,t1) .,
are loc, atunci p —="" 1/ e un transfer fundamental neinitial.

DEMONSTRATIE. Prima ipotezd face adeviratd (2.9) pentru v = u, in timp ce
a doua ipotezd face adeviratd (2.10) pentru v’ = w. O

TEOREMA 231. Fie f neanticipativ gi presupunem cd p ik i e un transfer
fundamental, unde I C R e un interval de forma (—oo,t1) sau [to,t1).
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a) Daca I = (—oo,t1) siu' € U e arbitrar cu uj—ooyt,) = ui(_oo )7 atunci

u/
I H i e un transfer fundamental initial egal cu p K w.
b) Daca I = [to,t1), atunci Yu' € U, Uj(—ooy,) = Uy (oo ty) implicd aceea cd

’

u
I 4 i e un transfer fundamental neinitial egal cu p ik w.

Ul o
DEMONSTRATIE. a) Avem ci ) 1/ e un transfer fundamental initial,
ie.
Jtg < t1,Fv €U, ui(—oo,tl) = VU)(—o0,t1)>
Yy € f(0),Y)(—o0ito) = H ST Y[ty,00) = I
are loc datorita ipotezei (2.9) si a faptului ca u|(—oo,¢,) = UT(_OO “
neanticipativitatea lui f si obtinem a doua afirmatie a teoremei

) Tinem cont de

U (—oo,t1)

po = =o€ F(W)} = {2 _o gyl € f(W)} = p

b) E demonstratd in mod similar cu a). O

’
Uj(—o0,t1)
— .

EXEMPLU 91. Sistemul f : S — P*(S) definit prin dubla inegalitate

(3.1) N W@z |J u@

Ee[t—1,t) Eeft—1,t)
modeleazd calculul complementului logic al lui w, facut cu o intdrziere de o unitate de
timp. Presupunem cd e neanticipativ i notdm prin u = X[0,2)s ¥V = X[0,00) intrarile,

pentru care inegalitatile () w(@) <z(t) < U wu@), N v <ykt) <

Eet—1,1) Eeft—1,t) Eeft—1,t)
v(§) devin
Eeft—1,t)
(32) X(—o0,0]U[3,00) (t) < .I}(t) < X(—o0,1)U(2,00) (t)7
(3.3) X(=00,0]) Y1) < X(—o0,1) (D)

Din (3.3) deducem cd
VY € f(0):Y)(~00,0) = 1 8 Yj1,00) = 0

si, deoarece
Uj(—00,1) = V|(=00,1)>
avem cd (1 0)=(1 sy 0) e un transfer fundamental initial ((2.9) e
adevarata). Din inegalitatile (3.2), (3.3) deducem de asemenea cd
Yy € f(v),Y11,00) = 0,
Vx € f(u),x‘[g,oo) = 1,

Uj(=o0,1)
—

je. 052 1 e un transfer fundamental neinitial (din Teorema 230).

2 U|(=00,1) . u)[1,3)
In general, tranzitiile y € 1 "—"" 0 iy € 0 =" 1 nu sunt monotone. Ne

intrebdm in ce conditii, dacd adugdam cerintele® (de inertie absolutd)
(34) ) RO A R}
€[t t+6]

3dacd z comuts de la 0 la 1, atunci el rdmane 1 mai mult decat § unititi de timp; dacd =
comutd de la 1 la 0, atunci el rAméane 0 mai mult decat 6 unitdti de timp
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(3.5) w(t—0)-z() < (] 2(©

Eeftt+6]
in care 6 > 0, lui (3.1) cu uw = Xjog), i.6. lui (3.2), e adevdratd monotonia.
Monotonia inseamnd cd x comutd de la 1 la 0 in intervalul (0,1] gi cd in acest
interval el nu poate comuta de la 0 la 1 §i apoi de la 1 la 0 din nou. Fie 0 < t1 <
to < t3 <1 asa incat

z(ty = 0) - a(ty) = z(t2 — 0) - x(t2) = 2(ts — 0) - a(t3) = 1.
Atunci, din indeplinirea lui (3.4) si a lui (3.5), (wem ty —ty > O,t3 —ty > 0, ceea

ce inseamnd cd 1 > ts —t1 > 28. Asadar, daca § > 2, astfel de ty,ts,t5 nu existd si
up(=
-

27
"0eo tranzitie monotond. In mod similar, § > % implicd faptul
U|[1,3)

—

orice y € 1

cd orice vy €0 1 e monotond.

O altd conditie e de asemenea cerutd aici: dupd comutarea de la 1 la 0 din
intervalul (0,1], lui x i se permite sa comute de la 0 la 1 in intervalul (2, 3]. Aceasta
da 6 < 3.

Concluzia e urmdtoarea: pentru 6 € [%, 3), sistemul g care se obtine din inter-

sectia lui (3.1), (8.4), (5.5), unde u = X[g ), are transferurile 1 e 0,0 U]
fara hazard.

4. Compunerea transferurilor fundamentale

OBSERVATIE 87. Teorema 232 care va urma construieste ‘reuniunea’ NV trans-
u? oo wl
ferurilor fundamentale i (5t wosiop [tga) " la a), respectiv a transferurilor
1

fundamentale Hg v wosiop “Hags) w” la b) similar modului in care am procedat
in Observatia 70. Teorema reprezintd acea versiune a Teoremei 203 in care cele
patru accese sunt sincrone, u e valoare initiald la a) gi finald la b) iar y', 1’ sunt
valori finale la a) §i b).

TEOREMA 232. Fie f : U — P*(8™),U € P*(S"™) un sistem neanticipativ
care satisface conditiile:

i) U e inchisd sub translatii gi sub ’concatenare’

VdeR,Yue Uuor? €U,
Vi€ R,Vu e UVv € Ut X(—oo,t) DV X[t,00) € U
i) neanticipativitate* ¥Vt € R, Yu € U, Yv € U,
(U[[t,00) = Vlft,00) st {z(t)|z € f(w)} ={y(®)ly € f(v)}) =
= {Z[t,00) [T € [(W)} = {Y|t.00) Y € f(V)};
ii1) invariantd in timp
Vd € R,Vu €U, f(uot?) = {zorx € f(u)}.
a) Presupunem cd ty < t1, to < t3, u®,ut,vl € U si p,p/,pu" € B" sunt
arbitrare cu

Vo € f(u®), (—ooty) = Hs

v € f(u®), 2y, 00) = 1,
-

_ .1
oco,t2) = Y|(—

vy € f( ) y| [ta,00) —

Ootg)
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V' € f(ul),xi[tam) =u".
Notam d =1t, — to si

~ 0

Us = U X(—oo,t,+e) P (ul © Td+8)

: X[t1+s,oo)
pentru e > 0. Avem
VZ € f(te), T|(—o0,t0) = Hs

~ ~\ =~ "
Vx € f(ua)vx\[tg-&-d-&-a,oo) =K,

0 1

Ul(—o0,t1) Uit

A o o L . to,t3)
ceea ce inseamnd cd dacd p  — ' u' e fundamental initial si 37 p”

(&

uE — 00, € . e
fundamental neinitial, atunci p (Zeztphare) W' e fundamental initial. Cu alte

cuvinte, dacd f(u®) transferd in mod sincron valoarea initiald p in valoarea finald
w si dacd f(ul) transferd in mod sincron valoarea finald p' in valoarea finald u",
atunci f(ue) transferd in mod sincron valoarea initiald p in valoarea finald .

b) Presupunem cd sunt date to < t1, to < t3, u®, 0%, ut, vt € U si p, p/, " € B"
asa incat

(4.1) Uf(—oct0) = Vl=sato)
(42) Vy € f(U0)7 Yl[to,00) = M
(4.3) Va € f(ul), 2|4y .00) = 1,

1 .1
(4.4) Uf(—c0,tz) = V|(=o0,t2)?
(4.5) Yy € F(01), Ujtn00) = 15
(4.6) Va' € f(ul)vfﬁf[tg,oo) =pu.
Cu notatiile d = t; —to, v = 0" si
(4.7) Ue = u’ - X(—c0,t1+¢) S (Ul o TdJrg) * X[t1+e,00)
e >0, avem
(4.8) Ue| (—00,t0) = U|(—o0,t0)?
(4.9) VY € f(0), Ylito,00) = 1
(4.10) VZ € f(Ue), T|[ty+dte,0) = .

'U.O ul
. C oo Uit l[t2,3) ,
Aceasta tnseamnd cd dacd p = @, p "B 0" sunt transferuri fundamentale

N . u st3+d+ .
neinitiale, atunci clotata*e) o un transfer fundamental neinitial (dacd f(u®
iz M

transferd in mod sincron valoarea finald ju in valoarea finald p' si dacd f(u') trans-
ferd in mod sincron valoarea finald 1/ in valoarea finald 1, atunci f(u.) transferda
in mod sincron valoarea finald p tn valoarea finald u').
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DEMONSTRATIE. b) Mai intai s observdm ci, datoritd lui i), w. dat de (4.7)
apartine lui U.

Egalitatea (4.8) e satisficutd deoarece pentru orice € > 0, avem t1 +¢ > t1 > ¢
si din definitia lui v, constatim c&

~ 4.7 o (41) o o~
Ue|(—ooito) = U(—co,te) = Y|(—oco,to) = Yl(—o0,t0)"

Relatia (4.9) e adeviratd deoarece coincide cu ipoteza (4.2).
Demonstram (4.10). Din (4.4) si din neanticipativitatea lui f deducem

{Wlootaly’ € F(0)} = {&] o ala” € f(uh)}
si tindnd cont de (4.5), vedem c&

(4.11) Y B)ly € F()} = {2'(t2)]a” € f(u')} =
Invarianta in timp a lui f implicg

[a"]a" € fut o)} = (& 0 T2’ € f(ul)),
deci
(4.12) {2/ (t2)|2" € f(uh)} = {2"(t1 +€)[2" € f(u' o 7IHe)}.
Din

Use|(—s0t142) = Uf(—oo.tr+2)

si din neanticipativitate obtinem

{Z)(Cootr4e)|T € fUe)} = {2 Coopy4e)lT € fu®)}.

In particular, avem

(4.13) {(Z(t1 +¢)|T € f(Te)} = {x(ty +¢)|z € f(u®)}.
Atunci

- - . 4.13 4.3)
(4.14) {dn+auefma}ﬁﬁ{dn+@uef<)}‘ W

(4.11)
2 1y )l € fh)) "2 {2/ (8]’ € Flut)} =
UL oty 1 o)l € flut o 1))

Deoarece
(415) a&\[tl—&-a,oo) - (u OTdJr )\[tl—&-a,oo)v
4.14), (4.15) si neanticipativitatea® lui f aratd cid
(4.14), (4.15) s p
(4.16) (Tt e.00)|T € FU)} = {2ffy, 4oyl € flu! 077F9)}
Dar faptul cd t3+d+e¢ >t +¢e i
(4.17) {2l e 2" € Fu' 0 7)) = {(2" 0 7)1, e 00 [ € f(u')}

indicad adevarul lui

- _ ~ \y (4.16)
{xl[t3+d+s,oo)|x € f(ua)} {x\[tg—&-d—&-a o) |JI € f(u © Td+€)} =

(4.17) 4.6)

€ (
) litatdte,o0) T’ € f(u }*{x|tgoo)|x € flu')} =" p".
Agadar (4.10) e demonstraté. O

{(@' o7
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DEFINITIE 92. Folosim notatiile din teorema anterioard si presupunem cd cer-
intele formulate acolo sunt tndeplinite. Avem urmdtoarea lege partiald de com-
punere a transferurilor fundamentale

1
7 U

0 ~

u u

[(=o0,t1) 4 to,t3) gy el(—oo,t3+d+e) gy
(b =) v =T = - ;

u(\)[to~t1> ’ /u\l[t2wt3> " Uel[tg,ty+d+e)
(b =)V =0 =p T

5. Un caz particular de compunere a transferurilor fundamentale

TEOREMA 233. Sd presupunem cd sistemul f e meanticipativ. Urmdtoarele
cerinte sunt adevdrate:
a) pentru orice t1 < to, w € U si p,p',p’" € B™, asa incdt transferurile

Uj(—o0,t1) Uty t9) Uj(—o,t3)
po S TSR W sunt fundamentale, transferul po =0 W' e fun-
damental;

b) ludm niste t1 < to < t3, u € U gi p, 1/, 1" € B™ in mod arbitrar, asa

o o Ul o) [ty t3) y ,
tncat transferurile =7 p', 1 2B u" sd fie fundamentale. Atunci transferul

Uty t3)
=20 e fundamental.

DEMONSTRATIE. a) Prin ipotezi existd tg < t1,v € U gi v’ € U, aga ca
Uj(—o0,t1) = Vl(—o0,tr)s VY € F(0)sY|(—o0,te) = H 81 Y|[ty,00) = I
Uj(—o0,t2) = V(=02 VY € F(V),Y[13,00) = 1

Deoarece v|(—oo,t0) = vl’ (—oo0,to)? din neanticipativitatea lui f avem

{y\(—oo,to)|y € f(U)} = {yf(foo,to)|yl € f(vl)} =K

deci
Ul(=o0ta) = V(= oo,t)r Y € S (V) U(—oto) = H 51 Yjlty,00) = 1
e adeviratd, ceea ce inseamnd ca transferul p g i e fundamental.
b) e ficutd in mod similar cu a). O

OBSERVATIE 88. In conditiile si cu notatiile din teorema precedentd, avem ur-
mdtoarea lege partiald de compunere a transferurilor fundamentale:

(,U u\(*ii,fl) ,Ul) Vi (,U/ u\[’g}%) ,UU) =4 u\(*j,’@) ,LLN

(l/’ u\[gtw //'l) v (//’, u‘[gtB) //’”) =4 u‘[gtli) //’”

reprezentdnd un caz particular al Definitiei 92. Teorema 233 reafirmd rezultatele din
Teorema 232 sub o formd simplificatd. De exemplu in Teorema 232, a) avem u® =
ul. Pentru acest motiv cerintele de inchidere a lui U sub concatenarea intrdarilor
si neanticipativitatea® devin nenecesare. Deoarece u® = u' gi t; = ty cerintele de
inchidere a lui U sub translatii si de invariantd in timp dispar si ele.
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6. Modul fundamental

TEOREMA 234. Considerdm sistemul f presupus a fi neanticipativ si fie u € U
o intrare fizatda. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
a) existd (ty,) € Seq, (u*) € U si (u*) € B" asa incat

Vo € f(uo),$|(—oo,t0) = ‘uO st L|tr,00) = 'ul’

_,0 .1 )
Uj(=o0,t1) = W(—o0,t1)r Ul(=00,t2) = U|(—o0,tz)r Ul(=00,ts) = Uj(—oo,ts)s -+

Vo € f(ul)vx\[tmoo) = M27 Vo € f(uz),xut&oo) = MB, Vr € f(u3),x|[t4700) = M4, o
b) existi (ty) € Seq si (u¥) € B" asa inct transferurile p° =5 b,
Vit 22 M3 sunt fundamentale;
U (= oo,
¢) existd (ty) € Seq si (u¥) € B™ asa incdt transferurile p° =3
0 Yl(=o0t2) o U|(—o0,t3)

TN w13, ... sunt fundamentale initiale.

DEMONSTRATIE. a) == b) Fie (¢), (u*) si (¢*) ca la punctul a). Deoarece

(61) u|(foo,t1) = u?(7m7tl), Vo € f(uo),$|(,m7t0) = MO St JJchm) = p,l

Ul (=o0,t1)

e adevirata, p° u! e un transfer fundamental initial. Faptul c&

(6.2) Ul(—o00,t1) = u‘o(foo,tl), Vo € f(uo),x\[tl,oo) = ul,

(63) u|(7m7t2) — u‘l(foo,t2)7 Vx (S f(ul)yxl[tz,oo) o MZ

w w Ulty.ta) c
ne face si deducem c# transferul ! —5*" ;2 e fundamental neinitial etc.
Ul(=oo,t1) 1 1 Ylt1.t2) o o Ullta,t3)
B op — KT, -

b) = c) Exist# () si (¢*) asa incat p® —

3 ... sunt transferuri fundamentale. Ca in Teorema 233 si in Definitia 88

I

,UO “\(ijm) ‘uz _ (‘uo “\Hic)n) ,Ul) v (,Ul “\[gm) luz)7

0 Yl(=o0,t3) 3

Uj(=o0q,t2) Ulltg,t3)
pl TS = (e ST ) v (T ),

sunt fundamentale initiale.
Ul (oo,
¢) = a) Consider#im sirurile (¢) si (1) aga cala ¢). Faptul ci u® == ple
transfer fundamental initial aratd existenta lui u® € U asa incat (6.1) e adevirata si
Uj(—oo,t3)

deoarece ;¥ —="*" ;12 e transfer fundamental initial, obtinem existenta lui u' € U,
cu (6.3) adeviratd etc. Are loc afirmatia de la a). O

DEFINITIE 93. In cazul cd una dintre precedentele proprietiti a), b), ¢) din
Teorema 234 e satisfacutd, intrarea u e numitd mod fundamental (de operare)

(al lui f).

TEOREMA 235. Dacd [ e neanticipativ si to < t1,u € U, u, 1’ € B™ sunt fizate,

atunci din
!

Va € f(u), T)(—co,te) = M ST T|[t;,00) = 1

se deduce cd u e un mod fundamental al lui f.
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DEMONSTRATIE. Existd sirurile () € Seq si (u*) € B™ astfel incat

ty = to,ty = t1,t), k > 2 arbitrare,

0_, 1 _,2_ _
W=t =pt ==l
. o Y(=ooth) U (—o0,th) U|(—oo,th) .
Observim ci p — " p',p —> p',p  —% o/, ... sunt transferuri funda-
mentale initiale. O

OBSERVATIE 89. FEwvolutia lui f sub modul fundamental u poate fi interpretatd
ca o evolutie simbolicd in timp discret a unui sistem determinist, de forma

u Ul ’U.k uk+1
WP=x0)S pt=2) S 5 M =gk +1) "> L,
0

Rl

unde transferul fundamental initial 11° == 1l e identificat cu transferul simbolic

k
0 Ulty, g
2(0) % 2(1) si un transfer fundamental neinitial de rang k > 1, pu* 1k tihs) pht

k
e identificat cu transferul simbolic x(k) * x(k 4 1).
In ipoteza Teoremei precedente, evolutia simbolicd poate fi consideratd ca fiind
datd de un gir finit

0

wl =2(0) L ut = x(1) NN pE = 2(k + 1),

unde k poate fi gi 0.

In plus: dacd intrarea v € U e un mod fundamental al lui f, atunci existd o
multime V. C U cu proprietatea cd v € V (de exemplu V = {v}) si fiv e tare
sincron, i.e. satisface

A(ty) € Seq,Yu €V,
E(Ak) € B",Vx € f(u), T|(—oo,ty) = ul si Vk > La(ty) = uk.

EXEMPLU 92. In Ezxemplul 91 intrarile w si v sunt moduri fundamentale ale
ambelor sisteme f,g.

ExempPLU 93. Sistemul determinist f: S — S,
_ Liu= X[0,1)U[2,3)U[4,5)U...
Yu €5, flu)= { 0, alt fel
satisface urmdtoarele proprietati: existd uw = X[o,1)uj2,3)u4,5)u.... §irul nemdrginit
0 <2< 4<...denumere reale, familia
u’ = X[0,1)> u' = X[0,1)U[2,3)> U’ = X[0,1)U[2,3)U[4,5)) -+
de intrari precum gi girul binar nul O € B,k € N asa incat
F@®) 00,0y = 0 51 f(u”)12,00) = 0,

U|(—00,2) = U?(—oo,Z)’ U|(—o0,4) = u\l(—oo,4):

FuM)|a,00) =0, f(u?)(j6,00) =0, ...
Afirmatiile

JW) (2002 = F(U0)(—oo2)s f(W)|(—o0,a) = f(U"))(oo.a]s ---

sunt false, deoarece f e anticipativ. Asadar u nu este un mod fundamental al lui f.
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TEOREMA 236. Fie u un mod fundamental al sistemului neanticipativ f. Eristd
familiile (t) € Seq si (u*) € U asa incat

k
Yk € N, U (—o0,t541) = Uj(—oc0t41)

si toti uF, k € N sunt moduri fundamentale ale lui f.
DEMONSTRATIE. Din Teorema 234, c¢) exist# (t1,) € Seq si (u*) € B™ asa incat
. 0 Y(=ooit1) 1 g Ul(=oost2) o g U(=ooit3) 3
transferurile p° — " pt, p¥ — 7 pf, pd T —7 p°, ... sunt fundamentale
initiale, i.e. existd un sir (u*) € U cu

U|(—oo,t;) = u(|)(foo,t1)7 Vr € f(u0)7x\(foo,t0) = p,o St T|[ty,00) = M17
U|(—oo,ts) = u|1(7007t2)7 Vo € f(u1)7x\(foo,t0) = p,o St T|[ts,00) = M27

Uj(—o0rts) = Ul —sorty)r Y € F(UP), ) (—oo,te) = 10 81 Tfty.00) = 1,

0 1 2
Ul(—oo,t1) 1 Ul(—oo,t2) o Ul(—oo,t3)

Deci p® "= gty p® TS 200 ©2, ... sunt transferuri fundamentale
initiale si datorit® Teoremei 235, obtinem c& toti v*, k € N sunt moduri fundamen-
tale ale lui f. O

TEOREMA 237. Fie sistemul neanticipativ f si sirurile (t) € Seq, (u*) € U,
asa incdt urmdtoarele proprietdti sd fie satisfacute:
a) pentru orice v € S i pentru orice siruri (£,) € Seq, (v*) € U, din
_ .k
VE € N’U|(*0°7§k+1) - U|(—OO7§;C+1)

deducem ca v € U;
b) u¥, k € N sunt toate moduri fundamentale ale lui f;

¢) avem
k _ okt
(64) Vk € N7u|(7oo,tk+1) - u|(7oo,tk+1)'
Atunci u definit de
(6.5) Vk € Nvu\(—oo,tk+1) = u\k(—OO,tk+1)

e un mod fundamental al lui f.

DEMONSTRATIE. Observim cd (6.4) ne permite si scriem (6.5) si cd, prin
ipoteza a), aceastd ultim3 relatie definegte un unic u, care ii apartine lui U . Demon-
strdm c& v e un mod fundamental al lui f.

Faptul ci toate intrarile «* sunt moduri fundamentale ale lui f arat# existenta
lui (t§) € Seq, (W) € U si (4" ) € B asa incat

Va € f(ur), 2 Loy = 1O si xppr ooy = 1,

k _ kO k _ k1 k _ k2
U (—o0,tk) = Y|(=o0,tk) U|(—o0,tk) = Y|(—o0,tk) Y|(—o0,tk) = Y|(—oo,th) -
k1l k2 k2 k3
Vxef(u )7x\[t’2“,oo):,u ,V.TEf(u )7x|[t§,oo):,u )

Vz € f(uk3)7x\[t§,oo) = Mk47
Definim girul (¢},) € Seq prin
I\ k
(tk:) = {tk;|k1 S N,kg S N}
gl fixdm asocierea N 3 k — (k1, k2) € N x N caracterizatd de aceea ci

Vk € N, tj, =ty
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Aceastd asociere, impreund cu cerinta de neanticipativitate a lui f ne dau posibili-
tatea si definim

Vk € N u™ = v,

Vk € N, /% = phake,

Sirurile (t},), (u’®), (1/F) indeplinesc cerinta a) a Teoremei 234. O

7. O proprietate de existenta

TEOREMA 238. Fie sistemul neanticipativ f. Presupunem cd urmdtoarele cer-
inte sunt indeplinite:
a) pentru orice (t;,) € Seq si orice sir de intrari (u*) € U, avem u® “X(—oo,to) P
ul . X[to,tl) @ U2 . X[t17t2) @ ... € U4,'
b) f satisface urmdtoarea proprietate de initializare fard curse cu timp initial
marginit:
Vue U, 3u € B", 3o € R,Vx € f(u), T|(—o0,te) = M5
¢) f e absolut stabil fard curse cu timp final mdrginit, i.e.
Vue U, € B", 3t € R,Vx € f(u), 21, ,00) = 1.

Atunci, pentru orice sir de intrari (uF) € U, existd momentele de timp (ty) €
Seq asa incat intrarea
~_ .0 1 k
U=U"" X(—o0,t1) Du- X[t1,t2) ®...0u"- Xltr tos1) D ...

e un mod fundamental al lui f.

DEMONSTRATIE. Consideram numsirul real § > 0 si sirul de intrari (u¥) € U,
ambele arbitrare. Din b) deducem existenta lui u° € B si ¢y € R, asa incat

Vo € f(u0)7x\(foo,t0) = ///07

in timp ce din c) avem existenta lui u' € B” si t; € R cu t; > tg + § astfel ca

Va € f(uo),x“tl,oo) =put.
Mai departe, din a) avem ci u° - X(—oo,ty) D ul - X[t1,00) € U, iar din c) se deduce

existenta lui u? € B" si ty € R, asa incat ty >t + 6 si
Vx € f(uo “X(=oco,ty) P u' 'X[tl,oo))ax\[tz,oo) = u?

sd aibe loc. Constructia lui (¢x) si faptul c& (¢x) € Seq sunt evidente. Pe de alti
parte, ludnd in considerare a), u obtinut in acest fel ii apartine lui U. Afirmatia ci
u e un mod fundamental al lui f se deduce din egalititile

Ul(—o0tr) = U[— ooty Ul(—o0rts) = (U X(ooity) B U+ Xty 00) )| (—o0rta)s -+

0

OBSERVATIE 90. Teorema precedentd aratd cd in anumite circumstante legate de
f, pentru orice sir (u*) € U, dacd t, e suficient de mare, sistemul se stabilizeazd cu

U u? oo
toate starile de la ty incepand gi (z(—co+0) ‘=5 z(t)) = (#(—c0+0) ‘=3
x(t1)) e transfer fundamental initial gi nu depinde de alegerea lui x € f(w). Mai

4Propriet:§pile de inchidere ale lui U din Teorema 237, a) si Teorema 238, a) sunt echivalente
si se numesc safety.
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mult, pentru orice k si orice moment al timpului ty,, dacd ldsam pe u® sd participe
suficient de mult timp la constructia lui u,

~ _ .k
Ulltn,tog1) = Wtn,trs)?
i.e. dacd ty41 e suficient de mare, atunci sistemul se stabilizeazd cu toate stdrile de

~ k
. Uity tpg1) Uil trg1)
la ti41 tncepand iar transferul (x(ty) g 2(tg+1)) = (z(ty) btk (tgt1))

e fundamental neinitial i nu depinde de alegerea lui x € f(u).

ExeEmpLU 94. Dam cdteva exemple de multimi U care satisfac cerinta a) a
Teoremer 238.

i) U = {\}, unde A € B™. Identificaim din nou constanta cu functia constantd.
Multimea U are acea proprietate deoarece pentru orice gir nemdrginit tg < t1 <
ty < ... gi orice (u¥) € U, avem u® - X (_ o 40) DU - X1.41) D U - X[ty,10) © - = A

it) Exemplul anterior e generalizat in urmdtorul fel. Fie H C B™ o multime
nevidd. Multimea U C S, definitd de

U = {u| existd (\*) € Hgi () € Seq
asa incat u = \" - X(—o0,to) ® AL X[to,t1) P A7 Xt1,t) P -}
are proprietatea cerutd. In particular, pentru H = B™, obtinem multimea U =
g(m)
iii) Ludm o multime nevidd V. C S(m)  pentru care

U = {u| exista (u*) € Vsi () € Seq

asa incat u = u® *X(=ooyte) ® u' “X[to,t1) P u? - X(t1,ta) D -}
Multimea U are proprietatea a) din Teorema 238.
TEOREMA 239. Daca sistemul neanticipativ f satisface urmdatoarele proprietdti:
a) initializare fard curse cu timp initial marginit
Vu e U,3u € B", 3o € R,Vr € f(u), T|(—c0,te) = M
b) stabilitate absolutd fard curse cu timp final mdrginit
Vue U, 3" € B", 3ty € R,Vx € f(u), x|, 00) = 1

atunct
Vu e U,Ju € B",Elu’ e B", 3ty € R, 3ty > o,

Vx € f(u),x\(_ooﬂgo) =l 81 L|[t1,00) = ,Ulv

[(=o0,tq
—

u
i.e. pentru orice u, existd miste u, 1’ §ito < t1 aga tncdt u ' ' e un transfer

fundamental initial.

DEMONSTRATIE. Rezultd din prima parte a demonstratiei Teoremei 238, in
care u® = w. U

TEOREMA 240. Presupunem cd sistemul neanticipativ f e absolut stabil fard
curse cu timp final mdarginit, i.e.
Vu € U,3u € B", 3t € R,V € f(u), 2|)t,00) = p-
Atunci Yu € U, existd vectorii u, u' € B™ si numerele tg < t1 asa tncdt transferul

Uilto,t1) 4 .
—" ' e fundamental neinitial.
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DEMONSTRATIE. E suficient s& considerim proprietatea: pentru orice u € U,
existd p si to asa incat Vo € f(u), 2|jt,,00) = 5 atunci ' = p i t; > to arbitrare
fac ca concluzia teoremei si fie indeplinita. O

8. Modul fundamental, caz particular

DEFINITIE 94. Pentru orice t; € R, prefizul luiu € S e functia Uty € S(m)

datd de 0
B u(t),t <t
uy, (t) = { uty — 0),t >t
TEOREMA 241. Fie f un sistem neanticipativ si fie intrarea v € U. Pentru
orice (i) € Seq si (u*) € B™ asa tncat uy, , gy, sy, ... € U §i
Vo € fug, ), T)(—oorty) = uo 51 2|[¢, 00) = ul
Vo € f(ug,), T|[ty,00) = u?, Vr e J(uty), T|tg,00) = wd, Va e J(uey), Tty,00) = JTA

u e un mod fundamental al lui f.

DEMONSTRATIE. Definim sirul (u¥) € U prin v* = w,,,,k € N. Deoarece
pentru orice k > 0, avem u|(— oo, ;) = uﬁfoo,tkﬂ), afirmatia Teoremei 234, a) e
adeviratd. O

COROLAR 2. Se da sistemul neanticipativ f si fie o intrare uw € U a sa. Daca
sirurile (t) € Seq, (1*) € B gi (\¥) € B™ satisfac
w(t) = A% X (o) (1) B A Xty 1) () DA% X0 (1) D -
A0 A0 X(—oo,ty) ® A “X[t1,00) A0 X(—oo,t,) @ A Xty ,ta) D A2 *X[ta,00)7 -+ E U §i
Vx € f(A), 2)(—oo,te) = 1 81 [ty 00) = 1,
Vo e f(\° “X(—oo,t;) @ A * X[t1,00))s T[t2,00) = 1,
Vz € f()\0 “X(=ooyts) D AL Xits,t2) P A2 X[t2,oo))713|[t3,oo) =13,

atunci u e un mod fundamental al lui f.

DEMONSTRATIE. Acesta e un caz particular al teoremei anterioare, anume acela
and ug, = A0, ug, = A0 - B =0 DA ®
cand Uy ) Uty X(—o0,t1) X[t1,00)7 Wts X(—o0,t1) X[t1,tz)
2
A 'X[tg,oo)7"' O

OBSERVATIE 91. Teorema 241 dd o noud perspectivd asupra modului funda-
mental: Vk > 1, stabilizarea lui x la valoarea x(t,) e o consecintd directd a faptului
cd, inainte de ty, u s-a stabilizat la valoarea u(ty — 0). Deci la momentele de timp
t1,ta,ts, ..., u gi toti x € f(u) sunt in echilibru

vk > 17Vt > tkautk (t) = u(tk - 0) siVr € f(utk)7x(t) = x(tk)
$i consideram echilibrul ca avdnd loc inclusiv la momentul de timp ty sub forma
Vi < to,u(t) = u(to — 0) si Vo € f(uy, ), z(t) = z(to — 0)

printr-o alegere corespunzdtoare a lui tg.

Situatia descrisd in Teorema 241 include posibilitdtile Ik > 1,ug, = uyg, , 5t
respectiv Ik > 1, u = uy, .

Corolarul 2 reprezintd acel caz particular al Teoremei 241, cind u e constant
in intervalele (—o00,t1), [t1,1t2), [t2,%3), ...
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Urmdatoarea teoremd e o adaptare a Teoremei 238 la contextul prezent.

TEOREMA 242. Se dd sistemul neanticipativ f si fie multimea nevida H C B™.
Daca
@) U=1{\" X(Cooitr) DA Xptrta) BN Xt ty) & - |(N*) € H, (1) € Seq};

Vue U, 3u e B", 3o € R,Vx € f(u), T|(—o0,te) = I3
¢) [ e relativ stabil fara curse cu timp final mdrginit

VueUNS™ 3/ e B, 3t € R,Va € JW), @4y 00) = 1

atunci pentru orice (\¥) € H, existd momentele de timp (t;;) € Seq asa incdt
intrarea
u=2\"" X(=co,t1) P A Xit1,t2) D A2 Xt ts) D -
e un mod fundamental ol lui f.
DEMONSTRATIE. Remarcidm doar ci proprietatea de inchidere din Teorema
238, a) e indepliniti gi ca A%, \°- X(—o0,t1) P A “X[t1,00)1 A0 X(=o0,t1) P A “X[t1,t2) D

A2 Xfts,00)1 € UN 5™ pentru orice (\¥) € H si orice (t;) € Seq. Demonstratia
e similard cu aceea a Teoremei 238. O

9. Accesibilitatea si modul fundamental

TEOREMA 243. Fie sistemul neanticipativ f : U — P*(S™), U € P*(S(™) si
presupunem cd urmdtoarele cerinte sunt indeplinite:
a) pentru orice (ty,) € Seq gi orice (u*) € U, avem u® - X (_ g 1) DU - X[ty 4,) @
u? Nty ) Do €U,
Vu e U,3u € B", 3t € R,V € f(u), T|(—0o,t) = 15
¢) orice vector din B™ e o stare finald sub o intrare cu segment initial arbitrar

Ve B"VueUVte R,Jv e U, 3t > t,
Uj(—o0,t) = V(=oo,t) 51 VY € [(0), )t/ 00) = H-
Atunci existd un ;i° € B™ asa incdt pentru orice sir de vectori p* € B, k > 1,

~ U|(=oo, Uy,
existd un sir (t;) € Seq si o intrare U € U asa incdt p0  —=" pt, gt T2

2 U|[ty,t3) 3 .
—57" u?, ... sunt transferuri fundamentale.

DEMONSTRATIE. Fie v € U o intrare arbitrari. Din b) avem existenta lui
10 € B" si tg € R care depind de v, asa incat

(9.1) V€ f(0°), 2)(—oote) = 17

S4 fixdm girul pF € B™, k > 1 si un numsir arbitrar § > 0. In acest moment
proprietatea c¢) implic# existenta lui u® € U si t; > to + 6 asa incat

’U\O(foo,tg) = u\o(foo,to) siVx € f(uo),xuthoo) =ut,
alui u' € Usity >t + 6 asa incat

u\o(foo,tl) = U|1(700,t1) siVx € f(ul)vx\[tz,oo) = /Lz,
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alui u? € U sits >ty + 6 asa incat

u‘l(—oo,tz) = ulz(—oo,tg) SZ’ vx € f(u2)7x‘[t3,00) = ,u37

1 2
Yltyt2) 9 o Yiltatz) 3

0
Yj(=oo,t1) 1 1
pwo,opt —"" p, ... sunt

In mod evident, transferurile ;0 "—=* ub pu
fundamentale.

Modul in care (tx) a fost construit garanteazd faptul cd acest sir i apartine lui
Seq. Asadar, din a), intrarea u definitd prin

u=u"- X(—o0,t1) b ul “X[t1,t2) (&) u?- X(t,t3) D ...
apartine lui U. Avem

~ _ .0 ~ 1 ~ 2
Ul(—o0,t1) = U|(—o0,t1)r Ul(=o0,t2) = U|(—co,tz)r Ul(—o0,ts) = U|(—co,tz)7

y . Uj(=ocotq) Uity to) Ujts,t3)
de unde deducem c# transferurile 0 —=" g, gt S p?, op? 2R 3,
1 2

“ ) “lt1,t2) “lt2,t3) .
egale cu p° phy pt =5 o 25 ud) L (vezi Teorema 231) sunt

fundamentale. O

0
[(=o0,ty
—

TEOREMA 244. Se da sistemul neanticipativ f : U — P*(S(")) $i presupunem
cd urmdtoarele conditii sunt indeplinite:
a) pentru orice (t) € Seq si orice gir de intrari (u*) € U avem u° “X(—o0,t0) P
ul " Xlto,t1) @ u? “Xty,t2) ... €U;
b) f are stari initiale fard curse gi timp initial mdrginit
Vue U, 3ueB", 3t c R,Vr € f(u), 2)(—00,t) = 15
¢) vectorii din B™ sunt stdri finale accesibile sub forma

VueB",Vue UVt €e R,IN € U, 3t > t,

VY € fU X(—oot) & A" X[t,00))s Y[t/ ,00) = H

(am identificat X € B™ cu intrarea constantd A € U). Atunci existd p° € B"
asa incdt pentru orice sir de vectori binari p* € B", k > 1, existd momentele de

Uj(—o0,ty) 1

timp (ty) € Seq gi constantele (\*) € B™ avdnd proprietatea ca p® =3 ul,
1) w2, RICE w3, ... sunt transferuri fundamentale; am notat
u=\ “X(—oco,ty) P A X[t1,t2) P A2 X[ta,ts) P -
DEMONSTRATIE. Caz particular al Teoremei 243. O

TEOREMA 245. Fie dat sistemul neanticipativ f asa incdt

a) pentru orice (ty,) € Seq si orice (u¥) € U, avem u® - X(_ oo 40) DU" - Xjtg,11) D
u? Nt t) Do €U,

b) f are stari initiale fard curse gi timp initial mdrginit

Vue U, 3peB", 3t c R,Vr € f(u), 2)(—00,t) = 13
¢) f are stari finale accesibile gi timp final marginit sub forma

36 >0,V € B",Vu e UVt € R,3v € U, 3t € (£, +6),

Uj(—s0,t) = V|(—o0,t) 51 VY € f(0), Y[t ,00) = Hi-
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Atunci existd 6 > 0 si u° € B"™ asa incit pentru orice sir pf € B" k > 1,

~ . u —o0,
avem existenta lui to € R gi a lui w € U cu proprietatea cd p° [(Cetp+e) uh

W[t +6,t0+26) U|[to4268,¢0+35) .
LOROTm 2 RT3, L sunt transferuri fundamentale.

DEMONSTRATIE. Similard cu aceea a Teoremei 243. O

TEOREMA 246. Sistemul neanticipativ f satisface proprietdatile urmadtoare:
Vue U, 3peB", 3t c R,Vr € f(u), 2)(—00,t) = 13
b) wvectorii din B™ sunt stari finale accesibile
Vu e B", Ju € U, 3t € R,V € f(u), 2|)t,00) = p-
Atunci
V' € B",3u € B",Ju € U, 3ty € R, Ity > 1o,
Vo € fu), @)(—ooto) = K ST |t 00) = M

. . . . . a sy Wl(=ootn)
i.e. pentru orice u', avem existenta lui p,u,tg i t1 > to asa tncdt p —=n woe

un transfer fundamental initial.

DEMONSTRATIE. Fie p/ € B"™ arbitrar, fixat. Punctul b) aratd existenta lui
uw e Usit; € R asaincat
Vo € flu), 2| 00) = 1
Datoritd punctului a), deducem existenta lui 4 € B™ gi a lui ¢y € R care poate fi
ales < t1 cu
Vo € f(u),T)(—oo,ty) = M-
O

OBSERVATIE 92. In teoremele acestei sectiuni au apdrut urmdtoarele proprietdti
de accesibilitate:
a) orice vector din B™ e stare finald sub o intrare cu segment initial arbitrar

Vue B, Vue UVt e R,3v e U, 3t >t,

Uj(=00,t) = Vl(=c0) ST VY € F(V), Yjit,00) = 4
b) versiune a lui a) in care accesul la o stare finald e facut sub o intrare con-
stantd

Vue B",Vu e UVte R,IN e U, 3t > t,
vy € f(u- X(—o0,t) P A X[t,oo))vy\[t’,oo) = K
c¢) versiune a lui a) in care accesul in starea finald se face sub forma
36 > 0,Yu e B",Vu e UVt e R,Fv € U,3t' € (t,t + ),

U|(—o0,t) = V|(—oo,t) St Vy € f(v)vy\[t/,oo) = W
d) versiune a lui a) in care intrarile sub care vectorit din B™ sunt stari finale
nu au un segment initial arbitrar

Vue B, Juc U, 3t € R,V € f(u), 2)),00) = -
Avem implicatiile
b) = a) = d)
()
c)
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10. Modul fundamental relativ la o functie

DEFINITIE 95. Fie sistemul f : U — P*(S™),U e P*(S"™) gi functia
Booleand F : B™ — B". Daca e indeplinitd urmdatoarea proprietate: ¥t € R,
Yu e U, Yv € U,

VE <t F(u(§)) = F(v(€) = {2|(~0,|7 € f(w)} = {Y(—0only € f(v)}
atunci spunem cd f e neanticipativ relativ la functia F.

TEOREMA 247. Fie f,F definite ca mai tnainte gi considerdm urmdtoarele
afirmatii:

i) [ e neanticipativ (in sensul Definitiei 64);

it) f e neanticipativ relativ la F,

iii) f e un sistem autonom.

Atunci:

a) au loc implicatiile iit)=—>ii)=—>1);

b) dacd F' e injectiv, atunci are loc i)=>1i);

¢) dacd F = u e functia constantd, p € B™, atunci avem ii)=—>iii).

DEMONSTRATIE. a) Presupunem ci f = X e autonom, X € P*(S). Obtinem
caVt e R,Vu e U VYv e U,

{Z)(coolr € flu)} = {]_ g7’ € X} = {y)(—ocnly € F(v)}

reprezintd concluzia implicatiei ii), deci iii)==ii). Mai departe, fixim in mod arbi-
trar ¢, u, v asa incat

(10.1) U|(—o0,t) = V|(—o0,t)s
(10.2) F(u()(=o0,ty = F(0()|(=00,t) =

= {7 (—ocglr € f(w)} = {Y(—c,ly € f(0)}-
Din (10.1) deducem

(10.3) F(u()))(=00,t) = F(0(*))|(=00,t)
deci, din (10.2), obtinem
(10.4) {2)(—ooglr € fu)} = {Y|(—oonly € f(V)}.

In acest fel a rezultat ci implicatia ii)==1) e adevirats.
b) Fie t € R,u € U,v € U arbitrare cu proprietatea ci

(10.5) Uj(—00,t) = V|(=00,t) = {Z)(~cog|T € f(W)} = {Y)(~c0ly € f(v)}

si (10.3) sunt adevirate. Presupunem de asemenea cd F' e injectivd. Din (10.3) si
din injectivitatea lui F' se deduce (10.1) si, tindnd cont de (10.5), avem c& (10.4) e
si ea adevédratd. i) a implicat ii).

c) Fiet € R,u € U,v € U arbitrare aga incat are loc (10.2). Atunci ecuatia
(10.3) e adeviratd de asemenea, din faptul cd F' e constantd. Concluzia lui (10.2)
e adevirati, deci (10.4) e adeviratd. Deoarece t,u, v au fost arbitrare, am obtinut
cd Vu € UYv € U, f(u) = f(v), deci f e un sistem autonom. O

DEFINITIE 96. Presupunem cd sistemul f e neanticipativ relativ la functia F i
fieu € U asa incdt existd (t1,) € Seq, (u¥) € U si u® € B™ care satisfac proprietdtile

Va € f(u°), @)(—oote) = 1”80 Tty 00) = Fulty —0)),
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k(e — F(u(§)), € <tptr
vk EN,VE € R, F(u'(8)) = { Fu(tgs1 —0)),€ > trqa
VEk > 1,Y2 € f(ub), 2,1 .00) = F(ute1 —0)).
Atunci spunem cd intrarea u e un mod fundamental (de operare) (al lui f)
relativ la F'.

OBSERVATIE 93. Fie functia u € U §i numdrul t € R. Observam cd functiile
v € U care au proprietatea cd

F(u(§)),E<t
VE e R, F(v()) = { F(u((t(—)()))),g >t
actioneazd aici ca prefize ale lui u. Cu alte cuvinte, v e prefizul lui uw relativ la F.
Definitia 96 urmdreste ideea din Teorema 241, in care pu¥ = F(u(ty —0)),k > 1
Remarcam cd acei u® care sunt egali cu uy, .,k € N devin aici prefize ale lui u
relativ la F.
In general, faptul cd u e un mod fundamental al lui f relativ la F constd in

neanticipativitatea lui f relativd la F si in existenta lui (t) € Seq,u® € B", asa
U|(—o0,tq)

incat 1i© "5 Fu(ty —0)), Fu(t; —0)) " F(u(ty—0)), F(u(ty—0)) 25
F(u(ts —0)),... sunt transferuri fundamentale.

Avem cazul particular cind F e injectivd gi (Teorema 247) neanticipativitatea
lui f relativd la F coincide cu neanticipativitatea lui f.

Un alt caz particular e acela cind F = p e functia constantd; atunci (din
U|(—o0,t1)

Teorema 247) f e autonom i existd (t1,) € Seq,u® € B™ asa incat u° —=" p,

Ufty t) Ultg,t3) , ‘
252w, o 25 ... sunt transferuri fundamentale pentru orice u € U.

Formulam acum versiunea Teoremei 238 care e validd in acest context.

TEOREMA 248. Fie functia F si sistemul f meanticipativ relativ la F. Pre-
supunem cd urmdtoarele proprietdti sunt indeplinite:

a) pentru orice (t,) € Seq si orice sir de intrdari (u¥) € U, avem u° “X(—o0,te)
ul " Xto,t1) @ u? “Xt1,t2) ©..eU;

b) initializare fara curse cu timp initial mdrginit

Vue U, 3peB", 3t c R,Vr € f(u), 2)(—00,t) = 13
c) sthilitate fard curse relativd la F' cu timp final mdrginit
Vu e UNSYY, 3t € R,Va € f(u), )00 = Jim F(u(©)).
' Do

Atunci pentru orice sir de intrari (u¥) € U N Sg'i), existd momentele de timp
(tx) € Seq asa incdt intrarea

~ k

u=u"- X(—o0,t1) ®ut- X[t1,t2) D...ou" - X[tr tus1) D ...

sd fie un mod fundamental ol lui f relativ la F.
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CAPITOLUL 10
Intarzieri

Intarzierile sunt sistemele asincrone f : S — P*(S) care au proprietatea de
stabilitate fira curse relativa la identitatea 1g : B — B. Ele reprezintd modelele
matematice ale circuitelor de intarziere. Teoria intarzierilor e teoria matematica
in care circuitul de intarziere e considerat ca circuitul fundamental al electronicii
digitale, iar modelarea e ficutd prin utilizarea intarzierilor gi a functiilor Booleene.
In timp ce teoria sistemelor asincrone di modele la un nivel sintetic, cu blocuri
functionale, aici se considerd nivelul cel mai de detaliu al modelirii, care porneste
de la intarzierile apéarute in porti si in fire. Capitolul trece in revistd descrierea ne-
formalizata f&cutd in mod traditional intarzierilor, apoi se dau principalele definitii
si cateva exemple.

1. Introducere. Circuitul de intarziere

OBSERVATIE 94. Deoarece in teoria intarzierilor circuitul fundamental al elec-
tronicii digitale e considerat circuitul (sau elementul) de intdrziere, scopul acestei
introduceri e acela de a da cdteva explicatii informale despre acest circuit.

Circuitul de intarziere e circuitul care calculeazd identitatea 1g : B — B. Fie
f 8 — P*(S) un sistem care il modeleaza. Cu identificarea uzuald dintre model
g1 circuitul modelat, w € S e numit intrarea circuitului i orice x € f(u) e numit
starea sa (posibild).

De observat cd fiecare semnal 1-dimensional e o intrare admisibild pentru cir-
cuitul de intdrziere si din acest motiv atributul ‘admisibila’ dat intrarii e in general
omis. Faptul cd toate semnalele sunt intrari admisibile nu inseamnd in mod necesar
cd inginerul care manevreazd circuitul are posibilitatea de a utiliza orice semnal ca
intrare, ¢t mat degrabd cd circuitul are capacitatea de a rdspunde oricdrui semnal
aplicat la intrare.

Se dau parametrii reali 0 < drmin < drmaxs 0 < dfmin < dfmax, la care
semnificatia indicilor 'r’ gi ’f’ e aceea de ’raise’ (in traducere ’ridicare’, comutarea
unui semnal de pe 0 pe 1) gi fall’ (in traducere ’cadere’, comutarea unui semnal de
pe 1 pe0).

Analiza noastrd porneste de la afirmtia cd

Vo e f(0),z =0,

i.e. 0 e un punct de echilibru al lui f sub intrarea nuld.
Intrarea care satisface u|(—oo,1,) = 0 comutd la momentul de timp to de la 0 la
1 gi fie ty > tg cu proprietatea

VE € [t07t1)7u(§) =1L
Starile sistemului nu comutd simultan cu intrarea
Vo € f(u),z(ty) = 0.

159
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Sda ne aruncdam o privire la valorile pe care le iau functiile © € f(u) la momentul
de timp t1.
a) 0 <ty —ty < dymin; In t1, starea circuitului e in mod necesar nuld:

to <ty <to+ dpmin 81 Vr € f(u),z(t;) =0.

Interpretarea e aceea cd inertia circuitului nu a permis ca o asa de rapidd comutare
a starii de la 0 la 1 sd aibe loc.
b) dymin < t1 —to < drmax; 0 t1, starea circuitului poate fi 0 sau 1:

tO + dr,min <t < tO + dr,max sidr € f(u)wr(tl) =0sdr € f(u)wr(tl) =1L

O ‘incertitudine apare aici (generatd de mai multe cauze).
¢) t1 — to > drmax; 0 t1, circuitul de intdrziere are in mod necesar valoarea
starii egald cu 1 :

tl Z tO + dr,max siVr € f(u)vx(tl) =1

Cauza (intrarea e egald cu 1) a fost suficient de persistentd pentru ca sd producd
un efect (starea circuitului este in mod necesar egald cu 1).

Descrierea intuitivd a circuitului continud prin afirmarea valabilitdtii unor cer-
inte care sunt duale precedentelor, dupd cum rezultd prin inlocuirea lui r’,0,1 cu
’f7,1,0.

Circuitul calculeazd identitatea pe B deoarece dacd u e constant pentru un timp
suficient de lung, x devine de asemenea constant si egal cu u.

O manierda de a descrie faptele precedente e datd de urmatorul sistem

N wO<zt<  J  u®,

ge[t_dr,max¢) ge[t_df,maxyt)

e(t=0)-z(t)< (] wl@),

E€[t—dr min,t)

(-0 T () W

e [tfdf,mirﬂt)

chiar dacd acest lucru nu e evident pentru moment.

Sd remarcam existenta unor aspecte de neanticipativitate gi invariantd in timp
care au insotit modelarea anterioard a circuitului de intdrziere.

Din punct de vedere istoric, ecualii i inecuatit cu functii R — B care mod-
eleazd circuitele asincrone au fost scrise pentru intdia oard de autor in anii 80.
Lucrarea [36] a anticipat nasterea teoriei intdrzierilor' si [40] e lucrarea unde teo-
ria a fost expusd mai intdi.

1Faptele prezentate acolo au fost scrise sub impresia a ceea ce autorul a numit ’paradoxul
inertiei’, i.e. teoriile neformalizate dedicate modeldrii circuitelor asincrone conduc spre posibili-
tatea ca doud circuite de intarziere inertiale legate in serie s& nu fie un circuit de intarziere inertial.
"Paradoxul’ a fost rezolvat ulterior cand s-a scos in evidentd existenta mai multor tipuri de inertie,
dintre care doar o parte (cum ar fi intarzierile marginite) au proprietatea de inchidere sub legarea
in serie.
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2. Definitii informale ale intarzierilor

OBSERVATIE 95. In aceastd sectiune prezentam cateva idei despre intuitia din
spatele teoriei intdrzierilor.

Prin cuvantul “intdrziere’ intelegem doud lucruri: un numdr real nenegativ si
o conditie logicd (in sens de model). In mod normal, in definitii cele doud apar
impreund, deoarece o separare completd e foarte dificild. Scopul nostru prezent e
acela de a ardta cum numerele reale sunt precizate prin cdteva reguli informale de
modelare. Avem

Clasificarea intdrzierilor. Cu alte cuvinte, terminologia e urmdtoarea. Ca
numere, intarzierile sunt:

i) tntarzieri de transport [13], 28], sau intdrzieri de transmitere a tranzitiilor
15), [16];

ii) intdrzieri inertiale [13], sau praguri de anulare [15], [16].

Continudm cu clasificarea intdrzierilor - conditii logice. Acestea, asa-numitele
conditii de intdrziere, definesc modele si sintagme ca “intdrziere fixd’ vor fi folosite
adesea ca prescurtdri pentru ‘conditie de intdrziere fixd’ sau ‘proprietate de in-
tarziere fixd’ sau ‘'model de intdrziere fizd’. Asadar, din punctul de vedere al duratei
temporale, avem:

J) intdrzieri nemdrginite;

Jj) intdrzieri mdrginite;

Jjj) intarzieri fize,

iar din punctul de vedere al memoriei, intdrzierile sunt:

1) intdrzieri pure, i.e. intdrzieri fard memorie;

2) intdrzieri inertiale, i.e. intdrzieri cu memorie.

Vom acorda o atentie mare evitdarii confuziei datoritd abuzului terminologic
remarcat la i) §i 2).

In capitolele wrmdtoare prin intdrziere vom intelege (si) un sistem asincron
f:8 — P*(S) care este stabil farda curse relativ la functia identicd 1y, modelul cir-
cuitului de intdrziere. Clasificarea acestor sisteme va respecta clasificarea conditiilor
logice j), jj), 3jj); 1), 2).

Dam acum cdteva definitii informale ale acestor concepte.

DEFINITIE 97. (informald) Intarzierile de transport [13], [28] reprezintd
“intervalul de timp? dintre o tranzitie la intrarea portii si tranzitia corespunzdtoare
la iesire. Dacd tranzitia la iesire e de la 0 la 1, intdrzierea e crescdtoare, iar in caz
contrar e descrescatoare’.

DEFINITIE 98. (informald) Intdrzierile inertiale reprezintd [13] “durata min-
ima de timp cdt un semnal de intrare trebuie sd fie persistent pentru a produce o
schimbare la iegire’.

In [17] aceeasi notiune e numitd tntdrziere potentiald (latency delay) iar in
[28], prin folosirea limbajului de descriere hardware VHDL, timp de rejectie. In
[8] terminologia e aceea de prag (threshold period).

OBSERVATIE 96. Avem urmdtoarea Conventie: numerele distincte intdrziere
de transport gi intdrziere inertiald sunt luate tn general egale [17] atunci cand ul-
timul existd, i.e. in prezenta inertiei. Citdm aici urmdtoarea opinie [15], [16]:
"0 forma uzuald de implementare a modelului de intdrziere inertiald’ (ne referim

2Deﬁnipia nu se referd la un interval de timp, care e o multime, ci la lungimea intervalului,
care e un numdr real pozitiv.
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aici la 2)) e acela in care intdrzierea de transmitere a tranzitiilor d e aceeagi ca
g1 pragul de anulare. Cu alte cuvinte, cand o tranzitie apare la intrare’ (afirmatia

inseamnd cd u(t — 0)-u(t) =1 sau u(t —0)-u(t) = 1), ’tranzilia va apdrea la iegire
dupa d’ (determinism plus x(t +d —0)-z(t+d) =1 sau x(t +d—0) - z(t +d) = 1)
‘exceptie cazul cind o a doua tranzitie apare in acea perioadd’ (i.e. doar dacd
Ve € (t,t+d), Du(§) =0).

DEFINITIE 99. (informald) Intdrzierea nemdrginitd e definitd de:

a) [8]: ’o intdrziere poate lua orice valoare finitd’;

b) [14]: ’nici o margine superioard a mdrimii (intdrzierii) nu e cunoscutd a
priori, doar aceea cd e pozitivd §i finitd’.

OBSERVATIE 97. Citatiile din definitia anterioard se referd la intdrziere-numdr
in sensul i) de intdrziere de transport din clasificarea noastrd.

Mentiondm existenta unei idei similare de nemdrginire, numitd corectitudine
slabd finitd (finitary weak-fairness) care e definita® in timp discret prin: ‘pentru
orice actiune (run) a sistemului®, existd o margine necunoscutd k asa incat nici o
tranzitie pe cale sa se producd nu e amdnatd mai mult decdt k momente consecutive
de timp.’

Modelul de intdrziere nemdrginitd e in general considerat ca fiind [6] "robust la
variatiile intdrzierii’, dar ‘nerealist de general’ (unrealistically conservative).

DEFINITIE 100. (informald) Intdrzierea mdrginitd (care in [28] e numitd
intdrziere min-max) e definitd prin:

a) [8]: ’o intdrziere poate avea orice valoare intr-un interval dat’;

b) [14]: o intdrziere e mdrginitd 'dacd inainte ca sinteza sau analiza circustului
sd fi inceput, se dau o margine superioard §i una inferioard a mdarimii sale’;

c) [6]: ’orice componentd se presupune cd are o intdrziere necunoscutd, care
se afld intre o margine superioard si una inferioard, date. Marginile intdrzierii tin
cont de variatiile potentiale ale intdrzierii datorate fluctuatiilor statistice apdrute
in procesul de fabricatie, variatiilor temperaturii ambientale, sursei de alimentare
ete.’;

d) [18]: “In practicd, circuitele proiectate sd fie identice pot avea diferite in-
tarzieri ale portilor datorate fluctuatiilor apdrute tn momentul productiei si care
afecteazd parametrii legati de intdrzieri cum ar fi capacitatea, rezistenta si dimen-
stunea tranzistoarelor. Pentru a fi practici, avem nevoie sd analizam nu doar pro-
ductia unei serii proiectate, ci intraga familie de circuite proiectate identic. Pentru
a modela incertitudinile din productie, presupunem cd intdrzierile portilor sunt vari-
abile tn interiorul unor intervale inchise. Asadar o analizd completd a intdrzierilor
se referd la circuite cu intdrzieri variabile ale portilor. ..’

OBSERVATIE 98. Modelul de intdrziere mdarginitd e considerat ca fiind cel mai
realist dintre cele trei, cand intdrzierea e nemdrginitd, marginitd si fizd.

Pe de alta parte, diferente neconflictuale apar in aceastd analizd atunci cdnd
se definesc §i se utilizeazd intdrzierile mdrginite in variante diferite: de la a nu
avea margini inferioare sau superioare, cel mai sdrac caz de model de intdrziere
mdrginitd, la a avea toate cele patru margini drmin < drmax: Qfmin < df max;

cel mai bogat caz de intdrzieri marginite care uzeazd de distinctia dintre intdrzirile

3Rajeev Alur, Thomas Henzinger, Finitary Fairness, Proc. of the Ninth Annual IEEE Sym-
posium on Logic in Computer Science, LICS 1994, pp 52-61
4ceva de genul Va € f(u)
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crescdtoare i cele descrescdtoare. Cu cdt mai detaliat e modelul, cu atdt mai dificild
e utilizarea sa i cu atdt mai realiste sunt rezultatele.

DEFINITIE 101. (informald) Intérzierea fixd e un caz particular de intdrziere
mdrginitd, cind ea 'se presupune cd are o valoare fizd’ [8] gi marginile sale inferioare
sunt egale cu cele superioare, facind ca intdrzierea sd fie fixd, cunoscutd.

OBSERVATIE 99. Modelul de intdrziere fixd e considerat ca fiind foarte nerealist,
in sensul cd mici variatii ale intdrzierilor datorate variatiilor temperaturii ambien-
tale, ale sursei de alimentare,. .. cauzeazd diferente mari, inacceptabile tntre model
§i circuitul modelat. [6]: ‘Deoarece e aproape imposibil sd obtinem o intdrziere pre-
cisd a unei componente dintr-un chip, acesta nu este un model realist pentru scopul
de verificare (a functiondrii circuitului) in timp’.

DEFINITIE 102. (informald) Intarzierea purd, sau intdrzierea ideald se
defineste in felul urmdtor:

a) [14]: o intdrziere e consideratd purd ’dacd ea transmite fiecare eveniment
de la intrare la iesire’, i.e. ea corespunde unei translatii pure in timp a intrarii’;

b) [6]: ‘o intdrziere purd translateazd in timp un semnal (waveform) fdard a-i
altera forma’.

Aceeagi idee se gdseste in [13], unde se definesc functiile Boolene temporale cu
intdrzieri pure.

OBSERVATIE 100. [16] se referd la intdrzierile pure, considerdnd cd ‘Acest
model e nerealist in sensul cd portile practic nu vor tranzita un impuls cauzat de
doud tranzitii foarte apropiate, in timp ce modelul garanteazd cd fiecare tranzitie va
ajunge la iegire indiferent de apropierea impulsurilor succesive’.

DEFINITIE 103. (informald) Intdrzierea inertiald (sau potentiald) a gen-
erat cele mai multe controverse, vezi de asemenea [6], [13]. Urmdtoarele opinii
sunt in general acceptate:

a) intdrzierile inertiale [15], [16] 'modeleazd faptul cd circuitele nu rdspund la
doud tranzitii care sunt foarte apropiate. Modelul de intdrziere inertial e acela in
care tranzititle de la intrare sunt reproduse la iesire dupd un timp, exceptie cazul
cind doud tranzitii au loc la intrare intr-un interval dat si cand nici o tranzitie nu
se transmite’;

b) [14]: “impulsuri mai scurte sau egale cu marimea intdrzierii nu sunt trans-
mise’, vezi §i Conventia din Observatia 96, deoarece aici prin mdrimea intdrzierii
se intelege intdrzierea de transport egald cu intdrzierea inertiald;

c) [8]: ‘o intdrziere inertiald are un prag d. Impulsurile de duratd mai micd
decdt d sunt filtrate’ (in sensul cd sunt eliminate). Aici intdrzierea inertiald e de
fapt modelul de intdrziere inertiald, iar Conventia nu e in mod necesar satisfacutd.

DEFINITIE 104. (versiune) In [1], [17] autorii aratd in mod intuitiv ce este
imertia st apoi se dau doud versiuni de intdrzieri inertiale fize si respectiv mdargi-
nite. Reproducem doar a doua versiune din [1], numitd acolo intdrziere inertiald
nedeterministd, itn scopul de a face expunerea cat mai simpld posibil. Pentru acelagi
motiv, am schimbat limbajul si notatiile. Se dau starea x° € B si numerele reale
0 < dmin < dmax tar cerintele sunt

i) Vt € [0, duin), 2(t) = 2° (initializare);

5evenimentele’ de la intrare sunt w(t — 0) - u(t) = 1, u(t — 0) - u(t) = 1 si ’evenimentele’ de la

iesire sunt (¢t — 0) - z(t) = 1,2(¢ — 0) - z(¢) =1
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ii) Yt > duyin, Dx(t) = 1 = 3t' € suppDu N [t — dmax, t — dmin] aga incdt
x(t) = u(t’) si (t',t)N suppDu = ;

i11) Yt € suppDu, (t,t+ dmax|N suppDu # O saw [t + dyin, t + dmax)N sSuppDx #
0.

OBSERVATIE 101. In [1] putem gasi urmdtoarea remarcd relativd la Definitia
104: ’se poate presupune cd schimbarile trebuie sa persiste cel puin l; unitdli de
timp dar se propagd dupd ls,lo > 1y unitati de timp’. Cu alte cuvinte, de dragul
preciziei se poate abandona ‘forma uzuald de implementare a modelului de intdrziere
inertiald’ din Conventia de la Observatia 96.

DEFINITIE 105. (versiune) In lucrarea [5], se dau tot doud versiuni de intarzieri
iertiale fixe respectiv marginite. Dintre ele o reproducem pe a doua sub forma:

Z) Dl‘(t) =l= VE € [t - dminat)/u(E) = J}(t);

“) VA e B, ((Vf € [tat + dmax)?“(i) = )‘) = (36 € [tvt + dmax)7v§ € [67t +
dmax), Z(§) = A)).

OBSERVATIE 102. Facem cdteva comentarii scurte i o comparatie intre Definitia
104 si Definitia 105:

- in definitia a doua, initializarea lipseste. Dacd pornim prin definitie din
conditii initiale nule, atunci initializarea nu e necesard §i dacd rationdm pentru
orice valoare initiald posibild, atunci initializarea lipseste de asemenea. Posibilitatea
ca nitializarea sd lipseasca si in Definitia 104 e datd de valoarea dpyin = 0;

- Definitia 104, i) si Definitia 105, i) exprimd in mod esential aceeasi idee,
chiar dacd ele tn mod evident nu sunt echivalente. Similar, Definitia 104, iii)
exprimd ideea din Definitia 105, ii).

O problemd subtild care se iveste aici e aceea dacd in clasificarea noastrd datd
intdrzierilor din Observatia 95, oricare dintre i), i) e compatibil cu oricare dintre
9), 7). djj) si cu oricare dintre 1), 2). In momentul prezent al dezbaterii pe acestd
temd, confirmam doar cd i), i) sunt ambele compatibile cu 2), dupd cum aratd
multi autori.

3. Intarzierea universali
NOTATIE 24. Pentru A € B, facem notatia
Se(A) = {z|z € S, tlgglox(t) = A}
DEFINITIE 106. Sistemul fyp : S — P*(S) definit de

S¢(0),daca u € S.(0)
Yu € S, fup(u) = ¢ Se(1),daca u € S.(1)
S,dacd u € S\ S.

e numit tntdrzierea universald (sau conditia, proprietatea, modelul de in-
tarziere universald).

OBSERVATIE 103. Sistemul fyp modeleaza circuitele de intdrziere, i.e. cir-
cuitele care calculeazd identitatea 1g : B — B gi dd informatia minimd despre
aceste circuite.

TEOREMA 249. Functia stare initiald ¢ : S — P*(B) a lui fup este constantd:
Vu € S, do(u) = {0, 1}.

TEOREMA 250. Sistemul fyp e auto-dual.
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DEMONSTRATIE. Observam cd S = S*. Avem

Sc(0)*,dacaw € S.(0)
Vu € S, fiip(u) ={T|z € fup(@)} =< Sc(1)*,daca@ e S.(1) =
S*,dacauw e S\ S,

Sc(0), daca u € S.(0) = fup(u).

Sc(1), daca u € Se(1)
S,daciu e S\ S,

O

OBSERVATIE 104. Tnversul lui fyp e sistemul definit prin: fgp, : S — P*(S),

S\ S.(1),daca x € S.(0)
Ve €S, fih(x) =< S\ S(0),daci x € Sc(1)
S\ Se,daca x € S\ S,

TEOREMA 251. fypo fup = fubp.

DEMONSTRATIE. Avem doud posibilitéti.
a) Dacd u € S.(A), A € B, atunci

(fupofup)w)= |J foow= |J funly) =

yE€fup(u) y€Sc(N)
= J S =500 = fup(u).
yESC(A)
b) Daci u € S\ S,, atunci
(fupo fup)w)= |J foow)=Jfuow > |J funlwy= |J =5
yEfUD(U) yeS yES\Sc yes\sc

Incluziunea Yu € S\ Se, (fup o fup)(u) C S e evidentd, deci (fup o fup)(u) = S.
Deoarece

Yu € S\ScnyD(U) = S7

si in acest caz afirmatia teoremei e adevirata. U
TEOREMA 252. Sistemul fyp e invariant in timp.

DEMONSTRATIE. Fie u € S gi d € R arbitrare. Putem scrie
5.(0), daca uwot? € S.(0) Sc(0), daca u € S.:(0)
fupwor?) ={ S.(1),daciuot? € S.(1) =< Se(l),daciuc S.(1) =
S,daciuot? € S\ S. S,dacau e S\ S,

S.(1),daciu € S.(1) } ={xo7x € fup(u)}.

S¢(0),daca u € S.(0)
={zorlzr e
S,dacd u € S\ S.

0

TEOREMA 253. Sistemul fyp e neanticipativ in sensul Definitiei 64 si in sensul
tuturor conceptelor de neanticipativitate continute in Definitia 65.
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DEMONSTRATIE. Ar#tam prima afirmatie, deoarece celelalte sunt similare. Fie
u,v € S git € R alese in mod arbitrar, iar ipoteza afirma ci u|(—oo,1) = V|(—o0,t)-
Avem

{2) ooyl € fup(u)} = {Z)(—0oylr € S} = {Y)(—00,y|¥ € fup(v)}.

TEOREMA 254. Sistemul fyp e neanticipativ*.

DEMONSTRATIE. Fie u,v € S si t € R arbitrare, aga Incat ;o) = V|[t,00)-
Deoarece {z(t)|lx € fup(u)} = {0,1} = {y(t)ly € fup(v)} e adeviratd, avem
posibilitatile:

a) 3\ € B,u,v € S.(A). Atunci

{@|t,00) |7 € fup (W)} = {|,00) [z € Se(N)} = {Y)pt,00) |y € fup(v) };

b) u,v € S\ S i

{2|t,00) |7 € fup(u)} = {2|},00) |7 € S} = {Yj1t,00)l¥ € fup(v)}.
O

TEOREMA 255. Sistemul fup satisface urmdtoarele proprietdati de surjectivi-
tate:

Ve e S,que S x e fup(u);
Y€ B,3u e S,Vx € fup(u),z(co —0) = u.

TEOREMA 256. Sistemul fup e relativ stabil fard curse si stabil fard curse
relativ la functia identicd 1g : B — B.

DEMONSTRATIE. Observam cd S, = S, si
Yu € Se,Vo € fup(u),x(co —0) = u(co — 0),

deci cele doud afirmatii sunt adeviarate. O

4. Intarzieri

TEOREMA 257. Fie sistemul f : S — P*(S). Urmdtoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

a) f C fup;

b) f e stabil fard curse relativ la functia 1.

DEMONSTRATIE. a) = b) Sistemul fyp e stabil far# curse relativ la 1g (Teo-
rema 256) si oricare din subsistemele sale avand multimea suport S satisface aceeasi
proprietate.

b) = a) Presupunem ci f e stabil fir& curse relativ la 1g, ceea ce inseamni
ca

YA € B,Vu € S.(A),Vz € f(u),z(co—0) = A
Dact u € S.(0), atunci f(u) C S.(0); dacd u € S.(1), atunci f(u) C Sc(1) si daci
u € S\ S, atunci f(u) C S, i.e. a) e adevirata. O

DEFINITIE 107. Dacd un sistem f : S — P*(S) satisface una din conditi-
ile anterioare a), b), atunci el se numegte conditie de tntdrziere sau pe scurt
intdrziere.
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OBSERVATIE 105. Intarzierile modeleazd circuitele de intarziere si dau despre
ele mai multe informatii in general decdt fyp.

Conceptul de intdrziere trebuie identificat cu acela de intdrziere nemdrginitd din
Definitia 99, in ciuda faptului cd nu e nevoie de intdrziere de transport (pozitivd)
aici. Acest lucru inseamnd cd suntem de acord mai degrabd cu punctul a) decdt cu
punctul b) din acea definitie.

TEOREMA 258. Orice subsistem f : S — P*(S) al unei intdrzieri g e o in-
tarziere.

DEFINITIE 108. Fie intdrzierile f,g cu f C g. Atunci f e numit subintdrziere
alut g.

OBSERVATIE 106. Sistemul fup e cea mai mare intdrziere relativ la incluziunea
intdrzierilor C .

TEOREMA 259. In prezenta axiomei alegerii, orice intdrziere are o subintdrziere
deterministd.

DEMONSTRATIE. Vezi Teorema 127 si demonstratia sa. O

TEOREMA 260. In incluziunea de intarzieri f C g, dacd g e deterministd,
atunci f e deterministd si f = g.

DEMONSTRATIE. Vezi Teorema 126. (|
TEOREMA 261. Duala unei intdrzieri f e o intdrziere.

DEMONSTRATIE. Mulfimea S e invariantd la complemente: Yu,u € S = u €
S. Pe de altd parte, fie A € B gi u € S.(\) arbitrare. Afirmatia decurge din aceea
ca

f*(w) = {3z € f@)} C {T|r € Sc(N)} = Se(N).

TEOREMA 262. Legarea in serie a doud intdrzieri e o intdrziere.

DEMONSTRATIE. Date fiind intarzierile f,g : S — P*(S), cerinta de existentd
a legdrii lor in serie go f : § — P*(S), Yu € S, (go f)(u) = {y|Fz € f(u),y € g(x)}
este ca |J f(u) C S si e indeplinitd. Mai mult, pentru orice u € S, avem:
ues

N

(9o fup)(u) (Teorema 74 a))

(fup o fup)(u) (Teorema 74 b))
fup(u). (Teorema 251)

(g0 f)(u)

N

O

TEOREMA 263. Intersectia intdrzierilor f,g : S — P*(S) cu Vu € S, f(u) N
g(u) # 0 e o intarziere.

DEMONSTRATIE. Intersectia intarzierilor f,g ca sisteme a fost definitd prin
fng: W — P*(S),YueW, (fng)(u) = f(u) Ng(u) si s-a presupus cd multimea
W ={ulue SNS, f(u)Ng(u) # 0} e nevidd. Se observd din ipotezd cd W = S.
f N g e o subintarziere a lui f, vezi Teorema 258. O
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OBSERVATIE 107. Precedenta teoremd se generalizeazd usor in urmdtorul fel.
Date f,g : S — P*(9), unde f e un sistem arbitrar si g e o intdrziere asa tncdt
Yu € S, f(u) Ng(u) # 0, intersectia fNg e o intdrziere. Avem aici cazul particular
cand g = fyp; intarzierea h datd de

Yu € S, h(u) = f(u) N fup(u)

se numegte intdrzierea definitd (sau indusd) de sistemul f.

TEOREMA 264. Reuniunea a doud intdrzieri e o intdrziere.

DEMONSTRATIE. S& considerdm intarzierile f, g si reuniunea lor f U g. Putem
vedea cd domeniul de definitie al lui f U g este SUS = S si ludm nigte A € B,
u € Sc(N) arbitrare. Avem f(u) U g(u) C Sc(N). O

TEOREMA 265. Fie intdrzierile deterministe f1, fo : S — S care satisfac

Vu € SVt € R, fi(u)(t) < f2(u)(t)
g1 sistemul f 1 S — P*(S) definit de
Vu € S, f(u) ={z|vt € R, fi(u)(t) < x(t) < fa(u)(t)}.

Atunci f e o intdrziere.

DEMONSTRATIE. Fie A € B gi u € S.()\) arbitrare. Existd t1,t2 € R aga incat
f1(W))(t1,00) = f2(W))[t5,00) = A, deci f(u) C Se(N). O

OBSERVATIE 108. Nu existd intdrzieri autonome. Pe de altd parte, singura
functie Booleand pentru care Fy e o intdrziere, d € R e F' = 1g.

5. Exemple de intarzieri

EXEMPLU 95. Intdrzierea deterministd Iy : S — S se defineste pentru d € R
in felul urmdtor:

Yu € S, Iy(u)(t) = u(t — d).

In loc de 1y obisnuim sa folosim notatia I. Remarcam cd I e elementul neutru al
legarii in serie a intdrzierilor: pentru orice intdrziere f avem

Vu e S, (f o I)(u) = {ylFw,x = u,y € f(x)} = f(u),
Vue S, (I f)(u) = {yFa,x € f(u),y = 2} = f(u).

Intarzierea Iy are toate proprietatile sistemelor combinationale ideale. Alte propri-
etdti ale sale vor fi prezentate mai tarziu.

ExEmMPLU 96. Fie dy,ds,....,d;, € R si f intdrzierea rezultatd prin reuniunea
Ig, Ulg, U...Uly,. Dacd dq,da, ..., dy sunt distincte, avem

Vu e S, f(u) ={uor® word . uori}.
ExXEMPLU 97. Definim intdrzierea f prin
Vu € 8, f(u)(t) = {alult — d) < x(t) < ult — d) Uult — &)},
unde d,d’ € R, vezi Teorema 265.
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ExempLU 98. Definim f: S — S,

Yu € S, f(u)(t) = lnn ﬂ
wE[E 00)
Mai intai observam cd functia tn & : () u(w) e monoton crescdtoare, ceea ce
wE[g,00)

implicd existenta limitei. In continuare, dacd u € Sc(N\) pentru A € B, avem
fw) =X, deci f e o intdrziere, intr-adevdar. Avem

Vu € S, f(u)(t) = { 1,“5?;;5@%(1)

In mod similar, sistemul determinist f : S — S,

{ 0,dacd u € S.(0)

Vue S fu)t) = Jim ) u(w)= 1, altfel

welg,00)
este o intdrziere.

OBSERVATIE 109. Inspirati de exemplul anterior si facind uz de Teorema 265,
definim intdrzierea nedeterministd f : S — P*(S) prin

Vu e S, f(u)(t) = {z|x €S, lnn ﬂ ) <z(t) < lim U w(w)}.

—

we[g 00) wE[€,00)
Se vede cd f coincide cu fup.
ExEmMPLU 99. Sistemul determinist f: S — S definit prin

Vue S, fu)t) = [ u(E)

£€[t,00)

este o intarziere. Intr-adevar, pentru toti u € S avem f(u) € S ceea ce se demon-
streaza stmilar cu Teorema 23. Pe de altd parte, dacd existd A € B asa incdt
u € Se(N), atunci evistd t1 € R astfel incat ujf, o) = A 80 f(U)|[1t;,00) = A, deci

f(u) € Se(A).

Sistemul determinist f: S — S,
Vue S, fu)(t) = |J )
£€[t,00)
este o intdrziere de asemenea.

ExEMPLU 100. Din exemplul de mai inainte i din Teorema 265 oblinem cd
sistemul

Yue S, flu)t) ={z| (] u@) <)< |J w©)

£€lt,00) £€lt,00)
este o intdrziere.
ExeEMPLU 101. Pentru 0 < m < d, datoritd Teoremei 23, functia

a(t) = N w©

g€ft—d,t—d+m)
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este un semnal, deci x(t) = f(u)(t) defineste o intdrziere determinista. Trei alte
intdrzieri sunt definite de®:

z(t)= [ w®);

et t+d]

x(t) = U w©;

Eet—d,t—d+m)
zt)= |J w©.
€[t t+d]
ExeEMPLU 102. Urmdtoarele inegalitati definesc intdrzieri nedeterministe:

) w(©) < a(t) < ut);

gelt—d,t]

() ul(® < z(t) <ut—d) Uu(t);
Eeft—d,t]
N w®<zt)< |J u®
Eeft—d,t] EE[t,t+d)
pentru orice d > 0. Existd si posibilitatea ca d =0, cand cele trei intdrzieri coincid
cu intdrzierea deterministd 1.
ExEMPLU 103. Sistemul

(5.1) 2t —0)-x(t)=a(t—06;—-0)- (] (& u(),
E€[t—d¢.t)

(5.2) ot —0)-z() =zt —6.—0)- (] (&) ult),
EEt—6,,t)

0, > 0,05 > 0, defineste o intdrziere dacd si numat dacd 6, = 6y = 0. In aceastd
situatie el coincide cu identitatea I.

DEMONSTRATIE. Presupunem cd 6, > 0 si fie intrarea u = x| 5), unde 6 €
(0,6,). Rezolvim sistemul format din ecuatiile (5.1), (5.2).

t < 0. Avem
(5.3) xz(t—0)-z(t) =0,
(5.4) x(t —0) -m:x(t—&. —0)- m x(§),

EE[t—6r,1)

pentru care singura solutie satisface x(t) = 0. Intr-adevir, presupunerea ci existi
to < 0 asa incat |(_s,) = 1 face ca (5.4) si fie falsd pentru ¢ < to. Presupunerea
cd existd t < 0 asa incat |(_,) = 0,2(t) = 1 face ca (5.3) si fie falsd in ¢.

t=0.

(5.5) 2(0—0) - z(0) =1,
(5.6) (0 —0) - 2(0) = 0,
deci z(0) = 1.

6Prima si a treia dintre aceste patru intarzieri, in versiunea lor de timp discret, sunt numite
de Moisil relee cu actiune lentd: releu cu inchidere lenta si releu cu deschidere lenté.
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t € (0,6)
(5.7) e(t—0)-a(t)=a(t—6;-0)- [ =(&),
§e[t—6y,t)
(5.8) z(t—0)-z(t)=0
implicd z(t) =1
t € 6,6,
(5.9) x(t—0)-z(t) =0,
(5.10) 2(t—0) z(t)=a(t—06.-0)- [) ()
EE[t—6,,t)
si, in (5.10), x(t — 6, — 0) = 0, deci z(t) = 1.
t > 0y
(5.11) x(t—0)-z(t) =0,
(5.12) x(t —0) - z(t) = z(t — 6, — 0) - m z(§).
EE[t—br,t)
Ecuatia (5.12) cu ¥t > 6p,2(t — 6, —0) - [ x(§) = 1 e contradictorie si
EE[t—6,,t)

presupunerea c& x comutd de la 1 la 0 undeva la dreapta lui 6, d&d o contradictie
de asemenea.

Similar, 67 > 0 d& o contradictie, deci 6, = 6y = 0 si sistemul (5.1), (5.2)
devine

(5.13) z(t—0)-2z(t) =xz(t—0) - u(t),

(5.14) z(t—0)-2z(t) =xz(t—0) - u(t).

Fie tp € R numarul cu proprietatea ci o|(— oo 1) = #(—00+0), 1)(— o0 1) = u(—00+
0). Substitutia in (5.13), (5.14), pentru t < to, a lui z(¢t — 0),z(t), cu z(—oco + 0)
si a lui u(t — 0),u(t), cu u(—oo + 0), aratd ci x(—oo + 0) = u(—oo + 0). Dacit
presupunem prin absurd ci (5.13), (5.14) diferd de I, atunci existd t1 > to asa
INCAt T|(—oo,t;) = U|(—oo,ty) S T(t1) # u(t1). Totusi, aceastd presupunere implica
aceea ci

(5.15) z(t1 —0) - x(t1) = z(t1 — 0) - z(t1),

(516) J}(tl — 0) . J}(tl) = J}(tl — 0) . x(tl)
e un sistem incompatibil. Agadar (5.13), (5.14) coincide cu I. O






CAPITOLUL 11
Intarzieri marginite

Intarzierile marginite f sunt acelea pentru care comutarea intrarii de la 0 la 1
in to : u(to — 0) - u(tp) = 1 produce o comutare de la 0 la 1 a stirii corespunzitoare
intr-un interval de timp méarginit

Va € f(u), dt, € Rty —tg € [dT,IIlil’lv dr,max] st l'(tl — 0) 'l'(tl) =1

mirginite f satisfac de asemenea proprietatea duald relativ la parametrii 0 <
df,min < df,maxl'

Scopul acestui capitol e acela de a da mai multe definitii ale intarzierilor margi-
nite.

unde 0 < dpmin < drmax sunt independente de celelalte variabile. Intarzierile

1. Prima definitie a intarzierilor marginite

TEOREMA 266. Fie numerele 0 < m, < d,, 0 < my < dy. Urmdtoarele
proprietatt sunt echivalente:
a) inegalitatea

(1.1) N u(§) <a(t) < U u(§)
Ee[tfdr,tferrmr] EE[tfdf,tfdf%»mf]

are o solutie x € S pentru orice u € S;
b) pentru orice u € S avem

(1.2) N w®< U u(®);
€ft—dr t—dr+m,] Eeft—dy,t—dy+my]

¢) sunt satisfacute urmdatoarele inegalitdti

(1.3) dr —m, <dy sidy —my < d,
DEMONSTRATIE. a) = b) e evidents.
b) = a) Pentru orice u € S, functiile N u(§), U u(§)
EE[t—dy t—dr+m,) E€ft—dy,t—ds+my]

apartin lui S si sunt solutii ale lui (1.1).
b) = ¢) Ardtdm ci b) implicd

(1.4) VEER, [t —dpyt — dp +mp| N[t —dyp,t — dy +my] # 0.
Intr-adevir, dacd (1.4) este falsi, atunci

3t€R,[t*dr,tfdr“FmT]m[tfdfvtidf+mf]:®

IPrin aceste cateva cuvinte ne-am propus doar si evidentiem marginirea intarzierilor. Aceasta
nu este o definitie corectd a intarzierilor marginite.

173
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Fie t un astfel de moment al timpului, fixat. Atunci existd un u € S cu proprietatea
cd supp u D [t —dy, t —dp +m,|, suppuN [t —dyg,t —dy +myg] =0, ceea ce face ca
ipoteza b) s3 fie falsd, contradictie.

Din (1.4) deducem c# pentru orice ¢t € R putem scrie

non (t —dr +my, <t—ds saut —ds +mys <t—d,)

<:>t—d7-+mrZt—dfsit—df-i-mfzt—dm

i.e. ¢) este adevirati.

¢) = b) Parcurgem rationamentul precedent in sens invers: c¢) implicd (1.4) si
fie t € R arbitrar, fixat, pentru care existd &, € [t — d,,t —d, +my] N[t —df, t —
d¢ + my]. Pentru orice u € S, putem scrie cd

N u(€) < ul(&y) < U u(é).

eft—dy,t—dr+my] eft—dy,t—dr+my]

O

DEFINITIE 109. In Teorema 266, oricare dintre proprietdtile echivalente a), b),
¢) e numitd conditia de consistentd a tntdrzierilor mdarginite (CCpp). Dacd
una dintre ele este adevaratd, obignuim sd spunem cd sistemul (1.1) indeplineste
CCpp sau cd numerele m,,d,, mys,dy indeplinesc acestd conditie.

OBSERVATIE 110. Ddm cdteva cazuri particulare de indeplinire a CCgp, scrisd
sub forma (1.3):

a) d. =dy = d; CCpp este indeplinitd sub forma m, >0, my > 0;

b) m, =d, simy =dys; CCpp ia forma d,. >0, dy > 0 si e indeplinitd;

c) mp =my =0; CCgp e echivalentd cu d, = dy.

TEOREMA 267. Fie 0 < m, <d,, 0 < my < dy. Inegalitatea (1.1) defineste o
intdrziere dacd si numai dacd CCpp este adevdratd.

DEMONSTRATIE. Dacd Relatia (1.1) definegte o intarziere datoritd faptului ci
cele doud functii N u(§), U u(§) sunt intarzieri, precum
E€[t—dy,t—dr+m.] E€ft—dy t—ds+my]
si datoritd Teoremei 265.
Doar dacd Presupunerea cd CCpp e falsd inseamnd existenta unui v € S
neadmisibil, i.e. (1.1) nu definegte un sistem. O

DEFINITIE 110. Date fiind numerele reale 0 < m, < d,, 0 < my < dy asa incdt
d, —m, <dy, dy —my < d,, intdrzierea

N wé) <)< U u(€),

geft—dr t—dr+m,] eft—dy,t—ds+my]

o pMme,dr,my,d . o .. N
notatd fgp """, se numeste proprietatea de mdrginire. m,,my sunt in-

tarzierile inertiale (crescdtoare, descrescdtoare) (numite i praguri de an-
ulare); d,.,dy sunt marginile superioare (crescdtoare, descrescdtoare) ale
tntarzierilor de transport (ale intdrzierilor de transmitere a tranzitiilor),
iar diferentele dy — my, respectiv d, — m, sunt numite marginile inferioare
(crescdtoare, descrescdtoare) ale intdrzierilor de transport (ale intdrzier-
ilor de transmitere a tranzitiilor).
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DEFINITIE 111. Se spune despre o intdrziere f cd este mdrginitd dacd existd
0<m, <dr, 0 <my <dy asa incat CCpp e satisfacutd si f este o subintdrziere
a lui fm“d“mf s Daca fcC fm“d“mf’df, spunem cd f satisface proprietatea

m my,d
de mdrginire f]; rodrmydy

OBSERVATIE 111. Ddm o interpretare intdrzierilor mdrginite, presupundnd cd
intrarea e functia constantd. Atunci avem YA € B, fm“d“mf df (A) = {A}, ceea
ce inseamnd cd orice intdrziere marginitd f are aceeasi proprietate YA € B,V €
FO), z(t) = A

Consideram intrarea u = Xo 5), unde 6 > 0 e un parametru i analizam starile

My dp,myp,dy o

sistemului fg7, in doud situatii, 6 < m, §i 6 > m,.

a) 6 < my,
O S J"(2‘;) S X[df—ﬁlf,df—‘ré)(t)'

a.1)t € (—oo,df —my), x(t) = 0; I-impulsul nu s-a propagat de la intrare
la stari,
a.2) t € [dy —my,dy +06),2(t) = 0 st x(t) = 1 sunt ambele posibile,
1-tmpulsul e posibil sd se fi propagat la stari,
a.3) t € [df +6,00),x(t) =0, I-impulsul de la intrare nu mai poate afecta
starile.
b) 6 >m,,
X(dosdr—mot6) (1) S TE) < X(d;—m.d;+6) ()
b.1)t € (—oo,dy —my),x(t) = 0; I-impulsul nu s-a propagat la stari,
b.2) t € [df —my,d,),xz(t) =0 sau x(t) = 1; I-impulsul e posibil sd se fi
propagat la stari,
b.8) t € [d,dr —m, +06),2(t) = 1; I-impulsul s-a propagat in mod cert de
la intrare la star,
b.4)te[d. —myp+6,ds +0),2(t) =0 sau x(t) = 1; 1-impulsul mai poate
incd produce efecte,
b.5)t € [dy +6,00),z(t) = 0; I-impulsul de la intrare nu mai poate influ-
enta starile.
Aici se adaugd observatia duald rezultatd prin luarea tn considerare a intrdrii
U = X(—o00,0)U[6,00) PTECUM §i faptul ca starie unei subintarzieri f C fm“d“mf 41
pot parcurge doar unele dintre posibilitatile precedente.
TEOREMA 268. Fie0 < m, <d,,0 < my <dy astfel incit CCpp e indeplinitd.
Pentru orice u € S gi orice x € S, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
My dyp g, dy
a) € fgp, (u);
b) Iy €5, fC( ) = N u(§) Uy(t) - U u(§)-

§€[t—dy t—dr+m,] Eeft—dy t—dy+my]

DEMONSTRATIE. a) = b) Se verifici faptul c& pentru orice ¢ € R si orice

valori N u(§) = U u(§) = 0; N u(§) =0,
g€ft—dy t—dr+m,] E€ft—dy,t—ds+my] geft—dy t—drt+m,]
u(§) = 1si N u(§) = U u(§) = 1, din
E€lt—dy,t—ds+my] §€t—dr t—dp+my] §€lt—dy t—ds+my]
x € fm”d”mf df( ) obtinem c#

(t) = N u(§) Ua(t) - U u(§)-

Ce[t—dy t—dr+my) €(t—dy,t—ds+my]
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b) = a) Pentru orice t i orice y € S avem

N u(€) < N u(€) Uy(t) - U u(€) <

EE[t—dy t—dr+my) E€[t—dr t—dr+my) Ee€ft—dy,t—ds+my]
< N w©u U w©= U .
ceft—d, t—d,.+m,] c€ft—dys,t—ds4+my] ceft—dy,t—dg4+my]

2. Egalitatea dintre valorile initiale ale intririi si ale stirilor

TEOREMA 269. Se dau numerele 0 < m, < d7,0 < my < dy in asa fel ca

CCpp sd fie satisfacutd. AtunciVu € S,V € fm” P (), avem @(—o0 + 0) =
u(—00 +0).

DEMONSTRATIE. Fieu € Ssix € fm“ 547 () alese in mod arbitrar. Cazul

u(—o00 + 0) = 0 este echivalent cu 3d € R, u(t) < X[g,00)(t)- In aceastd situatie
avem

l'(t) < U U(é) < U X[d,00) (é) = X[derffmf,oo) (t)7
§€[t—df,t—df+mf] §E[t—df,t—df+mf]

ie. x(—o0o+0)=0.
Cazul u(—o00 + 0) = 1 este echivalent cu 3d € R,u(t) > x(_c,a)(t), asadar
avem

z(t) > m u(§) > m X(—o0,d) (§) = X(—o0,dtdy—m) (1)
Eelt—dy t—dr+m,) E€lt—dy t—dr+my)

ie. x(—o0o+0)=1 O

My, dy,m¢,d
sAprs M fLA f

COROLAR 3. fgp are stdri initiale fard curse gi timp initial mdrginit:

Vu € S,y € R,Vx € fm“d“mf 4 (), T)(—00,to) = u(—00 +0).

DEMONSTRATIE. Prima afirmatie e dedusa din Teorema 269, in timp ce a doua
afirmatie decurge din demonstratia aceleiagi teoreme. O

COROLAR 4. Functia stare initiald a lui fm“d“mf s b : S — B este definita
prin

Vu € S, ¢p(u) = u(—oo +0).

COROLAR 5. Daca f e o intdrziere mdrginitd, atunci ea are stari initiale fard
curse, timp initial mdrginit si functia sa stare initiald ¢y : S — B e definitd prin

Vu € S, ¢p(u) = u(—oo +0).

DEMONSTRATIE. Tinem cont de Corolarul 3 si de Teorema 35; de Corolarul 3
si de Teorema 37; de Corolarul 4 si de Teorema 39. O
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3. Ordinea
TEOREMA 270. Fie 0 < m, <d,, 0 <my <dy $i0<m) <d, 0< m'f <
. d.m’y,d,
dy asa incit CCpp e indeplinitd de fiecare dintre fmr’d“mf s s gLD rmy I,
Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

a) avem

My, dr,myp,dy m.. dr,mf,df
BD C fsp ;

b) sunt adevdrate urmdtoarele inegalitati
d.—m, <d.—m, <ds <d,
d’f—m’f Sdf—mf Sdrﬁd;
DEMONSTRATIE. a) e echivalents cu Yu € S,Vt € R,

N w®< N w®<

geft—dl t—dl.+m!] EElt—dr t—dr+my)
< U u(é) < U u(€)
Ee€ft—dy,t—ds+my] EEft—d) t—d+m/]

ceea ce e echivalent cu valabilitatea urm#toarelor incluziuni
t—d. t—d +m)]D[t—d,t—d +m,]

! U !
pentru toti ¢ € R ceea ce e echivalent cu b), tindnd cont de CCpp. O
OBSERVATIE 112. Datoritd afirmatiei b) a teoremei precedente, din conjunctia
roleymg,dy o pmydy,my,d my.dym'yd) S
afirmatiilor f C fppy ™™ si fpp Y C fpn Y, concluzionam cd:

- dacd intdrzierea mdrginitd f are marginile superioare ale intdrzierilor de
transmisie a tranzitiilor d,,dy, atunci ea are de asemenea marginile superioare
d/ I .

- dacd intdrzierea marginitd f are marginile inferioare ale intdrzierilor de trans-
misie a tranzitiilor df —my, d, —m,., atunci ea are de asemenea marginile inferioare
dy —m'y, dy —my.

Pe de alta parte datd fiind intdrzierea mdarginitd f, e interesant de studiat acea

m my,d
intarziere fgy rodrmyady

Z) f Cfmr,dr,mf ,dy

r’dr7

cu

mf,df My, dy,my,dy

PPN my.,d;,m’s,d)
ii) pentru orice fg, astfel incat f C fgpy ™ 7", avem fgh C
m d' mf,d’

BD
] My, dp,my,d . . . ) A . .
1.€. B[) Y este cea mai micd proprietate de mdrgzmre, in sensul incluzi-

unii, care este satisfacutd de catre f.
TEOREMA 271. Fie f,g:S — P*(S). Dacd f C g §i g e o intdrziere marginitd,
atunci f e o intdrziere mdrginitd de asemenea.

My, dyp My, df

DEMONSTRATIE. Presupunem cd g C fgpp, unde m,,d,, my, ds satisfac
CCpp. Din Teorema 258, sistemul f e o mtarmere. Tn mod evident, intarzierea e
marginita. U
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4. Dualitatea

mr,dr,mf df mf df mr,dr

TEOREMA 272. Intarzierea duald a lui fsb este fgf)

DEMONSTRATIE. Observiam mai intai c& CCB p pentru cele doud sisteme este
3 7‘) T yd 4 3
aceeagi. Asadar existd intarzierea marginitd fm "% dacd i numai dacid ex-

mr,df,mqy,d, . . o
istd intarzierea mdarginita fg """ Demonstram dualitatea dintre cele dou&
intarzieri. Avem:

Vu e S, (fup® ™oy (u) =

= {7 N u(€) < (1) U u@)} =

Ce[t—dr,t—dr+my) E€[t—dy,t—ds+my]

IA
IA

= {7 N u(€) 2 a(t) 2 U u(€)}

EE[t—dr,t—dr+my) Ee€ft—dy t—ds+my]

= {q] N u(€) <a(t) < U w®) =5 " w).

eft—dy,t—ds+my] eft—dr t—dr+m,]

Y

O

TEOREMA 273. Dacd f este o intdrziere mdrginitd, atunci f* este si ea o
intdrziere mdrginitd.

My, drymyg,dy

DEMONSTRATIE. Incluziunea f C fgz}, implicd
Vu e S, f*(u) ={T|z € f(u)} C {Z|z € fm“ e ds ()} =
my,dr,my,d mg,dg,mp,dr
= (fsp P (u) = BIJ; ! (w).
Dar acest lucru rezultd direct din Teoremele 49 si 272 de asemenea, deoarece avem
My, dyp,my,dy my,df,mp,dp
f< fsp = f*C fgh . O

My ,dr,my,dy

TEOREMA 274. Sistemul fg], e auto-dual dacd i numai dacd d, = dy

§1 M, = my.

DEMONSTRATIE. Dacd Evidents.
Numai dacd Deoarece (1.1) si

N u(€) < a(t) < U u(€)

E€ft—dy,t—ds+my] EE[t—dy t—dr+my)

trebuie sa aibe aceleasi solutii, deducem ca d, = dy si d, — m, = dy — my, ie
afirmatia teoremei.

5. Legarea in serie

TEOREMA 275. Fie numerele 0 < m, < d,, 0 < my <dy i 0 < m) <d,
0< m’f < d’ astfel incat d, > dy—my, df > d, —m, sid, > d’ffm’f, d’f >d.—m.

m +m Jde+d me+m’y ds+d
sunt adevdrate. Atunci fgy, R

§i avem

este o proprietate de mdrginire

my.,dym,dy Ofmr,dr,mf,df my+m., dr+dr7mf+mf7df+df
BD BD BD
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DEMONSTRATIE. Observam cd dy + d} >dy+d.—my, —ml, d. +d. >ds+
mptmy,dp+d, mp4+m',dp+df

/ / . . N oo
dy —my —m, deci CCpp e din nou indeplinitd si fzp are
sens.

Demonstram
my.,dym’,d M ydy g dy mptmy,dptd;, mp4+m',dp+df
BD °fsD C JBD :
: : il m'y.d, ey g . o
Fieue Ssiye (fgp 77 ?JfEDI’ :mf’ 7)(u) arbitrare, pentru care existi
rydrymyg,dy m,,d,,my,dy o ..
v € fpp " (u) asacay € fgp, " 7 (x). Urmétoarele afirmatii
(5.1) N u(w) < z(§) < U u(w),
we[—d,,E—dr+m,] we[E—df,E—ds+my]

(5.2) N 2(6) < y(t) < U 2(€)

Eeft—dl t—dl+m!] §E[t—d) t—d+m)]

sunt adevirate pentru toti ¢t € R si toti £ € R, de unde obtinem

m u(§) = m m u(w) <

ecft—d,—d’ t—d,—d,.+m,+m’] ccft—d t—d.+m! wElE—d,,E—drt+m,]
< N w@<yw<s U a©c<
E€lt—d! t—d! +m/] Eeft—dly t—dp+m))
< U U u(w) = U u(f).
¢elt—dy t—dy+m)lwelé—ds E—ds+my] ¢elt—ds—d) t—dy—dy+my+m/]

mpet+ml. drtd,. ms+m’,ds+d
A§adar Yy € fBD ! r f(u)

Demonstram ci

mr—&-mlr,dr—i-d/r,mf—&-m'f,df—i-d/f m'r,d/r,m/f,d/f My, dy g dy
BD C Isp °fsp :

Trebuie sa ardtdm cd pentru v € S i y € S, ambele arbitrare gi fixate cu
(5.3) N u(§) < y(t) < U u(§),
celt—d,—d! t—d,—d/.+m.+m!] geft—dyp—dy t—dy—dy+my+m!]

existd un = € S aga incat (5.1), (5.2) si fie satisficute pentru toti t € R si toti
mp+my,d.+d, ,mp4+m’,dp+df

¢ € R. Existd tg € R astfel incat Vy € fzp (u), Vo €
rodrymly ! e .
glgd“mf’df (w), Vy' € frp "% (), datoriti Teoremei 269 avem

Y|(—c0,t0) = Tl(—o00rt) = Yl(—oorte) = Ul(—c0,te) = U(—00 +0).

Prin absurd, putem presupune ci exista t; > tg agsa incit proprietatea precedents
sd fie adeviratd pentru ¢ < ¢y gi falsd pentru ¢ = ¢;. Presupunem ci y(¢1) = 0. Din

(5.3) avem
m m u(w) =0,

E€ft1—d t1—d+m) Jwe[{—d, ,E—dr+my]
i.e.
3, ety —d. ty —d. +ml], N u(w) = 0.
w€[§1—dr,§1 —dr+m;]
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Relatia (5.1), scrisd pentru £ = £;, aratd cd putem alege z(£;) = 0 si (5.2), scris&
pentru ¢t = t1, are loc deoarece

N z(§) = =(£) =0,
el —d; ta—d; bm ]

contradictie cu presupunerea ficutd asupra existentei lui ¢1. Acelasi rezultat se
obtine dacd presupunem ci y(t1) = 1. O

TEOREMA 276. Multimea intdrzierilor mdrginite este un monoid relativ la
legarea in serie, al carui unitate este I.

. d ds . m!.,d. m/;,d A
DEMONSTRATIE. Din f C fai ™% g g C far ™ 7, tinand cont de
BD 19 BD )
Teoremele 74 si 275, obtinem ca
my,dpymy,dg my,dimlds  amgd.,my,dy mptml dptd,,mp+m’y,dp+d;
geofCygofpp C fep °fBD =IBD :
Se vede c& I apartine monoidului, deoarece I = g,g,o,o' O

OBSERVATIE 113. Dacd f este o intdrziere arbitrard, atunci prin legarea sa in
serie cu o intdrziere marginitd se obtine in general o intdrziere arbitrard (nu una
marginitd).

Combinam acum ordinea proprietdtilor de marginire din Teorema 270 cu Teo-
rema 74 care dd compatibilitatea dintre legarea in serie si ordine si cu Teorema 275

L . . midloml . d My dpmyp,dy o o : ;
relativd la legarea in serie fgy ™ ' o fg Y in urmatorul mod. Fie propri-
" 1 " "
m’f,d'f m,. ,d, My ,df

o 9 U T7d7‘7 7d ;‘7d;‘7 o
etatile de marginire frn™ ™Y fap $ fgh , unde 0 < m, <d,,
0<my<ds 0<m) <d,,0<m}<dj, 0<m, <d,,0<m; <d;, asa inct
CCpp e satisfacutda de trei ori. Implicatia

’ d, ’ d, 1" d// 1 d//
Mgy Gy Mg, A g My @y Mg A g

BD fBD )

f " ’ " " " " 1
mo,d,,my,dy My dr,my,dy m,. ,d, ,mg,d; My, dr,my,dyf
= [BD °fBD C fBp ° fBb

inseamnd cd

dy —m, < d.—m,<d;<dj,
df*mf < If*mlffdiﬁdr
implicd
do+d, —my —m, < dp+d, —m, —m, <dy+d; <dy+d,
dy+d; —mp—my < dp+dp—mp—my<d,+d. <d+d,.
Cealalta situatie
ml.dlm/,d m:,d: ,m//,d//
e Pl 705

7 ’ 7 ’ " " " "
My, dr,my,dy My, d,.,my,dy My, dyymyg,dy m, d, my,dg
= fBp °fgp C fBp °fBD

este similard.
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6. Intersectia

TEOREMA 277. Dacd numerele 0 < m, < d,, 0 <my < dy respectiv 0 < m,. <
d.,0< m’f < d'f satisfac CCpp de doud ori: d. > dy—my, dy > d, —m,., respectiv
dp > dy —mly, dy > d, — my., atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

7’ !’ ! !’
m.,d 7mf,df

Vu € S, frp ™Y (w) 0 fp Y () £ 0,
dp > dy —m'y, dy > dp —my, dp. > dy —my, dy > d. —m,..

M demygdf fm;wd;wm}'vd,f
B

Cénd una dintre ele este adevdratd, atunci existd fgj, D , care
de data de
(6.1) N w@u [ w@<e)<
feft—dy t—dr+my) geft—dl t—dl +m!]
< U w6 U  u®.
Eelt—dy t—ds+my] EE[t—d; t—d+m/]

DEMONSTRATIE. Ardtdm prima afirmatie. Pentru un w € S arbitrar putem
scrie:

/ d/ !’ d/
3z € fp ™Y (W) N fpp Y (u) =

<~ Jzes, N u(€) < z(t) < U u(€) si

feft—dy t—dr+my) E€ft—dy,t—ds+my]
si N u(€) < a(t) < U u(€)
eft—d. t—dl +m!] Eeft—d) t—d+m)]
= N u©< U u(€) si
Eeft—dy t—dp+m,] §€[t—dy t—dp+my]
si m u(§) < U u(§) si
geft—d. t—d.+m!] g€[t—d) t—d/,+m/]
si m u(§) < U u(§) si
E€[t—dy t—dy4mnr] g€lt—d, t—d',+m/,]
si N u(§) < U u(§)
eft—dl t—dl +m!] E€ft—dy t—ds+my]

= dp >dy —myg,dy > dp —my sidy, >dy —my,dy > d. —m, si
Sided’f—m}, d/fsz—mr sid, >df—my, df >d, —m,
= dp >dy —my, dy > dp —my sid, >dy —my, dp > d. —my,
unde am tinut cont de Teorema 266 gi de ipoteza.

A doua afirmatie a teoremei e evidentd, insi putem face si urmétorul ration-
ament. Fixdm in mod arbitrar ¢t € R,u € S si le ddm la N u(§),

EElt—dr t—dr+my)
u(§), N u(§), u (&) toate valorile posi-

eft—dy,t—dy+my] geft—d, t—d! +m!] EE[t—d) t—d+m/]

bile de la 0,0,0,0 la 1,1,1,1 in total sapte situatii. In fiecare dintre ele valorile

z(t),z € fun® ™ (w)n fggd”mf’df (u) si solutiile () ale lui (6.1) coincid. [
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A drymg,d m!.dl. m/sd o
OBSERVATIE 114. Intdrzierea fo 5" " N fgp " e marginitd, de exem-

rydr d m..,d;.,m';,d o d m:,d: mdr
plu fRp "N fh PR fRpt™ Y dar mu e de forma fgy, U
TEOREMA 278. Dacd f este o intdrziere mdrginitd i g : S — P*(S) e un
sistem arbitrar aga incat Yu € S, f(u) N g(u) # 0, atunci f N g e o intdrziere
marginitd.

DEMONSTRATIE. Fie 0 < m, < d,, 0 < my < dy asa incat CCpp si fie

satisficutd si sd presupunem ci f C fglgd“mf ' Din ipotezd, f N g e o intarziere
si, deoarece f N g C f, am obtinut ci f N g e marginiti. O

COROLAR 6. Intersectia intdrzierilor marginite e o intdrziere marginitd.

7. Reuniunea

TEOREMA 279. Sunt date numerele 0 < m, <d,, 0 <my <ds,0 <m) <d,
0< m’f < d'f asa incdt CCgp e satisfacutd de doud ori. Atunci existd intdrzierea

’

my,dr,my,d my,d;,m’,d . . .
PEUfh T care e data de dubla inegalitate

BD
(7.1) N w© ) w@<a®<
EE[t—dr t—dr+m,y) geft—dl t—dl +m!]
< U u(§) U U u(g).
E€ft—dy,t—ds+my] EE[t—d t—d+m/]

DEMONSTRATIE. Fie t € R,u € S arbitrare si fixate. Ddm celor patru numere

u(§), U u(§), N u(§), U u(§)

EE[t—dr,t—dr+my) E€ft—dy t—ds+my] feft—d. t—dl+m!] EE€[t—d) t—d+m)]
toate valorile posibile de la 0,0,0,0 la 1,1,1,1. Rezultatul e cd s-au obtinut nous

situatii. In fiecare dintre ele, valorile z(t), z € frg™™ % (u) U fglgd”mf’df (u) si
solutiile z(t) ale lui (7.1) coincid. O

8 . . rydypmp,d ml.,d.,m',d,
OBSERVATIE 115. Intdrzierea fop ™ """ U fgy ™ 17

" "o i i

nu e o proprietate de

1"
o myd.myp,dy O g My d,. mg,d
marginire fgf, P70 insa e marginitd. O posibilitate de a alege fg], £
" 1 " "
My, dpr ymyp,d my,d,.,m',d m,. ,d, mg,dy o
astfel ca fgp ™" U fpn T C fgp T T e wrmadtoarea:
1 11 1" " not
d. =dy =m, =m; = max{d,,ds} = d.

Intr-adevar, vt € R, avem
t—d,t] D[t —dp,t—dr +m,], [t —d,t] D[t —dys,t —dsf +my],
[t —d,t] D[t —d,t—d. +m] [t —d,t] D[t —d}t —ds +ml,
deci Vt € R,Yu € S deducem cd
ARGE AEKIGE N w@<2@)<

£et—d,t] geft—d, t—dr+m,] Eeft—dl t—d!.+m/!]
< U wou U wo=< U u.
eft—dy,t—dg+my] §Et—d) t—d+m/] Eet—d,t]

TEOREMA 280. Reuniunea intdrzierilor marginite e o intdrziere mdrginitd.
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7’ U 7’ U
My, dp,myg,df mr,dr,mf,df

DEMONSTRATIE. Din f C fg], , 9 C fgh avem ¢ fUg C

17 1"
My ydy g, d my.,d, d’ m, .d,, < v
BD PYUfgh T TC fgp " . Pe de altd parte am presupus ci re-
.. 21 21z N .. ~rn s e pMpdrmy,d .
latiile de compatibilitate sunt indeplinite pentru ambele intarzieri fz5""" " si

! ! ! !
mr,dr,mf,df .. " 2 " 1! . N .
BD . Parametrii m,.,d,.,m Iz d 7 pot fi alegi ca in precedenta observatie. [

’ ! 1
Mgy my 7df

8. Determinismul

TEOREMA 281. Fie 0 <m, <d,, 0 <my < dj asa incat CCpp e satisfdcutd.
Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
My, dp,my,df s
a) fh este determinist;
b) marginile superioard si inferioard ale intdrzierii de transport coincid

dr =dy —my, dy = d, —m,;
¢) intdrzierile inertiale sunt nule
my =my = 0;
d) proprietatea de mdrginire degenereazd intr-o translatie

3d >0, frmdmet — .

DEMONSTRATIE. a) = b) Ipoteza afirmi cd Yu € S, fggd“mf’df (u) are exact
un element:
(8.1) Yu € S, m u(§) = U u(§).

Eeft—dy t—dr+m,] Eelt—dy,t—ds+my]

Dém lui w valorile X[ o) X(—o0,0) §1 Obtinem

(82) m X[0,00) (5) = X][d,,o0) (t)7

Ce[t—dr t—dr+my)

(83) U X[O,oo)(g) = X[dffmf,oo)(t)v

§E[t—df,t—df+mf]

(84) m X(—o0,0) (5) = X(—oo,dr—mr)(t)7

c€lt—dy t—drtmy]

(8.5) U X(=00,0)(§) = X(—o0,d) (t)-

Selt—dy,t—dptmy]

Relatia (8.1) implicd egalitatea functiilor de la (8.2) si (8.3) si a functiilor de la
(8.4) si (8.5). Aceasta indicd satisfacerea lui b).
b) = ¢) Adundm termen cu termen cele doud relatii si obtinem m, +my; = 0,
de unde rezulti c).
¢) = d) Din ipoteza c) si din CCpp, deducem d, > dy, dy > d,, i.e. d, =
dy = d, iar (1.1) devine
u(t—d) <z(t) <u(t—d).

Cu alte cuvinte f]g’g’o’d(u) =uortd=1Iyu).
d) = a) Evident, deoarece I; e determinist. O
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oy d
COROLAR 7. Orice intdrziere marginitd f cu proprietatea cd f C fm e

atunci cdnd fm“d“mf’d satisface una dintre conditiile a),...,d) din Teorema 281

este deterministd si coincide cu Iy, unde am pus d = d, = dy.

9. Invarianta in timp

My, dr,mg,dg

TEOREMA 282. Sistemul fgp, este invariant in timp.

DEMONSTRATIE. Deoarece Vd € R,Vu € S,Vz € fm”d”mf 4

N (wor)(8) = N u(§ —d) = N u(€) =

u) avem

Eelt—dr t—dr+m,) Eelt—dr t—dr+m,) E+det—d,,t—dr+m,]
= N u(€) < a(t—d) < U u(§) =
ec[t—d—d,,t—d—d,+m.,.] ¢€ft—d—dy t—d—dp+my]
= U u(€) = U u(é —d) = U (wor?)(©),
E+deft—dy,t—dy+my] Eeft—dy t—dy+my] eft—dy t—dy+my]

deducem c&

mT‘7dT‘7mf df mrvdrvmf df(

{xorlz € fg u)} C fg wor?).

O

OBSERVATIE 116. In general, intdrzierile marginite nu sunt invariante in timp.
Un exemplu in acest sens este dat de intdrzierea f C féz 1,2 definitd prin

1,2,1,2
Vu € S, f(u) = { BD (1), 1 # Xjo,00)

X[1,00)1 ¥ = X][0,00)

pentru care observam cd X[ o) € f1 2’1’2( 0,00))s deci f C f1 202 intr-adevdr.
Avem

FX0,00) © ™) = F(X(1,00) = {2]X3,00) (1) < (1) < X[2,00) (1)}
{zoT'z € F(X[0,00))} = X[2,00)-

10. Neanticipativitatea

TEOREMA 283. Pentru orice numere 0 < m, < d,,0 < my < dy astfel incdt

CCpgp e satisfacutd, fmrvdmmf Sy
Definitiei 65, punctele v),...,iz).

este neanticipativ in sensul Definitiei 63 si a

DEMONSTRATIE. a) Demonstrim neanticipaticitatea in sensul Definitiei 63.

Trebuie s§ ardtdm cd Yu € S,Vx € fm“d“mf 41 (1), avem:
a.l) x e constant
sau
a.2) u,x sunt variabile si

min{t|u(t — 0) # u(t)} < min{t|x(t — 0) # z(t)}.
Daci u(—o0 +0) =0, existd un d € R cu u < x[q,o0) asa incat obtinem

J)(t) < U u(&) < U X[d,00) (E) = X[d+dj—m,00) (t)

E€[t—ds t—ds+my] E€t—ds t—ds+my]
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Daci u = 0, avem ¢ © = 0 i a.1) e adeviratd. Dacd u # 0, ori z = 0 si a.1) e
satisficutd, ori & # 0 gi putem alege pe d in asa fel ca
min{t|u(t — 0) # u(t)} =d < d+dy —my < min{t|z(t —0) # x(t)}

s& fie adeviratd, ceea ce aratd satisfacerea lui a.2). Situatia cand u(—oo+0) =1e
similars.

b) Ar&tdm neanticipativitatea in sensul Definitiei 65 punctul ix): 3d, 3d’, 0 <
d<d si

vVt € R,Vu S U Yv € U ’U‘Htfd’,tfd] = Ul[t d’ t—d) —
My, dr myg,d My, dr my,d
= {z(t)lz € fpp (W}t ={y@®ly € fpp T (0)}-
Intr-adevir, sd luim d = 0,d’ = max{d,,d;} si t € R arbitrar. Deoarece
t—d ] D[t—drt—dr+m], [t —d t] D[t —ds,t —ds +my],
deducem ci
Yu € U, Yv € U7u|[t7d’,t7d] = V|[t—d’ t—d] —

= N u(é) = N v(€)

E€[t—dy t—dr+my] E€[t—dy t—dy+my]
si
U u©= U .
§€[t—df,t—df+mf] §€[t—df,t—df+mf]
deci

{a®)|z € frp™™ Y (W)} = {y@)ly € frp® ™ (v)}.
O

rode,my,d P o .
TEOREMA 284. Dacd f C fm "0 e o intdrziere marginitd, atunci f este
$t neanticipativd in sensul Definitiei 63.

DEMONSTRATIE. Acest fapt rezultd din Teorema 172. O

OBSERVATIE 117. Uneori intdrzierile mdrginite sunt anticipative in alt sens
al conceptului decdt cel din Definitia 63 si intdrzierea din Observatia 116 dd un
contraezemplu pentru anticipativitatea in sensul Definitiei 65, v). Pentru intrdrile

X[0,00) §i X[0,3) AVEM X[0,00)|(—00,2] = X][0,3)|(—00,2]> dar
{202l € F(X[0,00))} = X[1,00)|(=00,2] # {Y](—0021X[2,4)(t) S Y(t) < Xp5)(8)} =
={Y(~21l¥ € f(X[o,:z))}-

11. Intarzieri fixe si intarzieri inertiale

COROLAR 8. (al Teoremei 281) Proprietdtile de mdarginire deterministe sunt
date de ecuatia

(11.1) x(t) = u(t — d),
in care d > 0; proprietdtile de mdrginire nedeterministe constau in sistemul (1.1),
unde m, +my > 0.

DEFINITIE 112. Pentru w,x € S gi d > 0, intdrzierea (11.1) se numeste
(conditia, proprietatea, modelul de) intdrziere fixd. Alte denumiri accep-

tate sunt acelea de intdrziere purd, ideald, sau neinertiald.
O intdrziere diferitd de cea fixd se numeste inertiald.
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OBSERVATIE 118. Pentru intdrzierile fixd si purd, Definitiile informale 101,
102 coincid.

In Definitia 112 inertia a fost definitd ca fiind acea proprietate a intdrzier-
ilor de a diferi de intdrzierea ideald. In particular intdrzierile nedeterministe, ca
de exemplu proprietdtile de mdrginire pentru care m, +my > 0, sunt intdrzieri
inertiale.

Un caz particular in incluziunea din Teorema 270 a) constd in acea situatie
cdnd intarzierea marginitd e fiva. Fie d € [dy, — my, d;] N [d} — ml, d}] (punctul
b) al acelei teoreme afirmd d € [d, —my,d}] N [d} — m',d}] si se poate ardta cd
[, —my, d}] N [d}y —m,d)] = [d, —my,d. ] N [d}y —m, d}]); atunci din afirmatiile

t—d,
U
t—d;

< t—d<t—d.+ml,
< t—d<t—dy+mh,

N u(€) < u(t—d) < U u(€)
Eeft—dl t—d.+m!] E€t—d) t—dp4+m']

’ / ’ /
mr,dr,mf,dv

concluziondm cd 1q C fgj, 7 intr-adevar.

Dam acum cdteva proprietdati ale intdrzierilor fize.

Intarzierea Iy are stari initiale fard curse, timp initial marginit si functia sa
stare initiald ¢y : S — B e definitd prin: Yu € S, ¢py(u) = u(—o0 + 0), Corolarul 5.
Intarzierea Iy e auto-duald, Teorema 274. Inversa lui Iy e I_q care, in general, e o
intdrziere dar nu una mdrginitd (e marginitd doar dacd d =0). Legarea in serie a
intdrzierilor fize e o intdrziere fixd si coincide cu compunerea translatiilor: pentru
d>0,d >0, avemd+d >0 si

Iyoly =1Igoly=lata,

caz particular al Teoremei 275. Intarzierea Iy e invariantd in timp (Teorema 282)
§t neanticipativd tn sensul Definitiei 63 gi al Definitiei 65, v),...,ix) (Teorema 283).
Intarzierea Iy e de asemenea mjectivd

Yu € S,Yv € S,u # v = Ig(u) # I4(v),
Vu € S,Yv € S,u# v = Is(u)N1i(v) =0

§t surjectivd
Ve e S,Jue S, Ii(u) =z,

FGteR,VAEB,Jue S Ij(u)(t) =\

12. Alte definitii ale intarzierilor marginite

TEOREMA 285. Fie numerele d,. > 0,dy > 0. Pentru orice u € S, avem

lim N w@= () wu®),

mr/dr&e[t—dr,t—dr-i-mr] E€[t—dy t)
Jim o w©= U u©

Eeft—dy t—dy+my] Eeft—dy,t)
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DEMONSTRATIE. Demonstrdm prima relatie. Fixdm in mod arbitrar ¢t € R,u €
S. Atunci existd un € > 0 cu

Pentru orice m, € (d, —€,d,), obtinem u(t — d, + m,) = u(t — 0), deci

N u(§) = N u(§) - u(t—0) =
Eet—dy t—dr+m,) Eelt—dy t—dr+m,)
= N wo- N wO= [ w@.
Cet—dr,t—dr+my) E€lt—dr+my,t) EEt—dy,t)
A doua relatie e demonstratd in mod similar. O

OBSERVATIE 119. Prin utilizarea rezultatului precedent si al Conventiei din
Observatia 96, ludm limitele tn (1.1) cdnd m, / d, si my /" dy. Atunci dubla
inegalitate devine?

(12.1) N w@<a®)< |J u©.
E€lt—dyt) £€ft—dy 1)
Sistemul nu necesitd vreo conditie suplimentard de compatibilitate deoarece
N w@<ut-d< [J u©
e(t—d,,t) e(t—dy,t)
e adevdaratd pentru orice d € (0, min{d,,ds}).
TEOREMA 286. Pentru orice d, > 0,dy > 0, inegalitatea (12.1) defineste o

intdrziere.

DEMONSTRATIE. Inegalititile (12.1), ca urmare a celor anterior discutate, de-
finesc un sistem. Presupunem cd I\ € B, asaincat u € S.(A) i.e. Ity € R, ujj1;,00) =

. Deoarece N wl)ity4droo) = U u)it;+d;.00) = A avem ci orice
56[' —dr,- ) 56[ _df)' )
x € S care satisface (12.1) apartine lui S.(A). O

DEFINITIE 113. Se dau numerele d, > 0,dy > 0. Intarzierea

N w©<zy< |J u©

gelt—d,t) gelt—dy.t)

se numeste proprietatea de mdrginire si se noteazd prin f B D/f Parametriid,, dy
sunt marginile superioare (crescdtoare, descrescdtoare) ale intdrzierilor
de transport (ale intdrzierilor de transmitere a tranzitiilor).

DEFINITIE 114. O intdrziere f se numeste mdrginitd dacd existd d, > 0,dy >

0 astfel incat f C fg’"l’;ff.

OBSERVATIE 120. O altd denumire pentru f C fg"b‘?f poate fi aceea de in-

tdrziere superior mdrginitd, znfemor nemdrginitd.

In general, pmpmetdule Tui fB’b/f repetd proprietdtile lui fgl“d“mf 47 De ex-

emplu fir7 C fBD,f e echivalentd cu dy < dy,d, < d.; duala lui fo7 este

2 Aceasta este doar o posibild interpretare a acelei Conventii, cand m,, my si dr,dy nu sunt
egale, ci infinit de apropiate.
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de,dr . . . d..d’ dr,d detdl dp+d,s
B s auto-dualitatea inseamnd d,. = dg; fgp’ o fep’ = fep 0 i asa
mai departe.
Desigur, se pot defini gi alte variante ale conceptului de intdrziere mdrginitd,
pornind de la proprietdtile

(12.2) N w) <)< U u(€),
£€[t—dr,t) §elt—dy,t—dp+my]
(12.3) u(t —0) < a(t) < U  ue.
(elt—dg,t—djtmy]
(12.4) N w<zt)y< |J ),
Eeft—dy t—dr+m,] e(t—dy,t)
(12.5) N w©®<a@®) < ut-0)

EE[t—d, t—dr+m,)
unde, in principiv, 0 < m, < d,,0 < my < dy rdmdn adevdrate. Relatia (12.3)
a rezultat prin trecerea la limtd in (12.2) cind d, \, 0. In mod similar, (12.5) a

rezultat prin trecerea la limitd in (12.4) cand d¢ \, 0. De exemplu, (12.3) are solutii
daca gt numai dacd e de forma

ut—0)<z@t) < |J (),
ge[t_dfrt]
unde dy > 0.



CAPITOLUL 12

Intarzieri absolut inertiale

Fie parametrii 6, > 0,65 > 0. Intarzierea f este absolut inertiald daci Yu €
U/Vz € f(u) dupd ce x comutd de la 0 la 1, rdméne egal cu 1 mai mult decét 6,
unititi de timp si in mod dual dupi ce x comuti de la 1 la 0, rdméane egal cu 0 mai
mult decat ¢y unitéti de timp. Tipul acesta de inertie a fost numit ’absolut’ deoarece
proprietatea e independent# de intrarea u. In capitol se dau mai multe definitii ale
intarzierilor absolut inertiale impreund cu proprietatile lor. O versiune a inertiei
absolute e indicatd la sfarsitul capitolului impreuns cu ’zenoness’, fenomenul care
reprezintd, intr-un anumit sens, absenta inertiei absolute.

1. Prima definitie a intarzierilor absolut inertiale

TEOREMA 287. Se dau numerele 6, > 0,65 > 0. Cdnd x € S, urmdtoarele
afirmatii sunt echivalente:

(1.1) x(t—0)-2(t) < [ (),
EE[Lt+6]
wt-0)-z() < () (&)
EE[t,t+6y]
(1.2) xt—0)-2(t) < x(t-0)- () =),
g€t t+8,]
2(t—0)-z(t) < w(t-0)- () (@)
et t+6¢]
(1.3) xt—0)-2(t) = x(t-0)- () =),
EE[t t+6,)
2t —0)-2t) = x(t-0)- () =)
€€lt,t+8y]
vt € R,Vt' € R,

(14) (t < t'siaz(t—0) z(t)=

1 1
(t < tsiz(t—0)-z(t)=1siz{t —0)-z(t')=1) =1t —t > éby;

(1.5) 2(t—0)-z(t) < xt-6;,-0)- [ =),
geft—671t)

2t —0)-2(t) < a(t-6-0- (] =&
EE[t—6,,t)
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DEMONSTRATIE. (1.1) = (1.2) Ambii termeni ai primei inegalitati din (1.1)
se multiplicd cu z(t — 0) si rezultd prima inegalitate din (1.2).

(1.2) = (1.1) Din prima inegalitate a lui (1.2) obtinem prima inegalitate a lui
(1.1):

w(t—0)-ax(t) <z(t-0)- () =< [] ©.

EE[t,t+5,] EE[t,t+5,]
(1.1) = (1.3) In urmitoarele inegalitti

2t=0)-z(t)< [ @& <a(),

EE[t t+6,)

care se obtin din prima inegalitate (1.1), multiplicim toti termenii prin x(¢t — 0) si
obtinem prima inegalitate (1.3).
(1.3) = (1.1) Prima inegalitate (1.3) implicd prima inegalitate (1.1):

2t —0)-x(t)=2(t-0)- [\ =< [] «©.

get,t+6,] get,t+6,]
(1.1) = (1.4) Fie t,t' arbitrare, astfel incat

t<t siz(t—0)-z(t)=1siz(t' —0)-z(t') = 1.
(L1) afirmica () 2@ =1si [  2(f) =1, asadar [t,t+6,]N[t',t' +6¢] =
EE[t,t+6y] EE[t ' +6/]
(0, de unde t + 6, < t’. Concluzia este c& t' —t > §,. Prima implicatie (1.4) a fost
demonstrata.
(1.4) = (1.1) S4 presupunem c§ prima inegalitate a lui (1.1) nu e adevirats,
ie. existd t € R cu

x(t—0)-zt)=1si [] (=0,

et t+6,]
ceea ce Inseamnd existenta lui ¢’ € (¢,t + 6,], unde z comutd de la 1 1a 0
(' —0)-z(t) =1.

Avem t' — t < §,, contradictie cu prima implicatie de la (1.4).
(1.4) = (1.5) Dac# prima inegalitate a lui (1.5) nu este adeviratd, atunci
existd t’ € R aga Incat

2t —0)-x)=1siz(t' —6;,-0)- (] =z()=0.
EE[t' —b5,t)
Aceasta inseamni cd pentru orice ¢ > 0 existd un t € [t — 6 —€,t’) cu
z(t—0)-z(t) = 1.

Inegalitatea t' — 65 — ¢ < t, care e adeviratd pentru toti € > 0, d& ¢ — ¢ < &y.
Asadar cea de-a doua implicatie (1.4) nu este adevirati.
(1.5) = (1.4) S& ludim doud numere t,t’, aga ca
t<t' siz(t—0) -z(t)=1siz(t' —0) -z(t') =1,
ceea ce implica
z(t—65—0)- m (&) =1siz(t' —6& —0)- m z(€) = 1.

EE[t—67,t) EE[t! =6,,t")
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fl 52 == 5f ﬁz 52 + IZC"?. £3

FicurA 1. Interpretarea inertiei absolute

Cu alte cuvinte, existd €1 > 0 gi e > 0 cu proprietatea
VEe[t—6f—er,t),z(§) =0,
VEe [t — 6, —ex,t'),2(§) = 1,
[t—6fp—en,t) N[t =6, —ea,t') = 0.
Ultima intersectie vidd conduce la concluzia ci
t<t'—6,—es

e adeviratd, i.e. t' —t > 6, + €2 > 0, (cealaltd posibilitate ' <t — 6y —e; e falsd
pentru cd in inegalitatea t' — ¢ < —0y — €1 termenul stdng e pozitiv si termenul
drept e negativ). Am demonstrat prima implicatie a lui (1.4). O

DEFINITIE 115. Sistemul autonom ff{]’éf C S definit prin oricare din propri-

etatile echivalente (1.1),...,(1.5) e numit proprietatea de inertie absolutd. Nu-

merele 6,,0¢ se numesc parametrii inertiali (crescdtor, descrescator). Cand

I e numitd triviald, altfel spunem cd e netriviald.

0, = 6y =0, proprietatea fj}"s

OBSERVATIE 121. Inertia absolutd e proprietatea semnalelor de a-gi tine val-
oarea constantd mai mult decdt un timp dat dupd fiecare comutare. FEle se carac-
terizeazd printr-o anumitd lentoare. Aceastd interpretare se vede in Figura 1. Sd
remarcam modul in care comutarea x(ty —0) - x(t2) = 1 asigurd in versiunea (1.1)
cd x va ramane 1 un interval de timp de lungime t3—to > 0, in timp ce in versiunea
(1.5) asigurd cd = a ramas 0 un interval de timp de lungime to —t1 > 7. Cand t
parcurge R, cele doud proprietdati sunt echivalente.

Sd mai observam felul cum oricare dintre (1.1),...,(1.5) degenereazd in situatia

triviald@ 6, = 65 =0 2’10 = 5. Se vad de asemenea situatiile intermediare cind una

dintre 6, > 0,65 = 0 5i 6, = 0,67 > 0 este adevdratd, iar incluziunile fi}’éf cs
sunt stricte.

Multimea ff{]’éf nu e inchisd sub legile Boolene dacd 6, > 0 sau 6y > 0. De
exemplu X(9,2ys X[1,3) € fir, insd X[0,2) * X[1,3) = X[1,2) ¢ fir-

Pentru orice 6, > 0, 65 > 0 st x € S, existd un tog € R asa ca pentru t < to
oricare dintre (1.1),...,(1.5) e satisfacutd deoarece z(t — 0)-x(t) = x(t—0)-z(t) = 0.
Aceastd proprietate reprezinta compatibilitatea dintre inertia absolutd si modalitatea
de definire a semnalelor. Ea e oarecum similard faptului cd la intdrzierile absolute

My, dp,myg,df

am avut Yu € S,Vx € fg], (u), (=00 + 0) = u(—o0 + 0).

DEFINITIE 116. Intdrzierea f e numitd absolut inertiald dacd existd 6, >
0,6f > 0 asa incdt

Vu e S, f(u) c f5°0.
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Spunem uneori cd f satisface proprietatea de inertie absolutd f‘s”éf .

TEOREMA 288. Fie f o intdrziere §i 6, > 0,6y > 0, asa incat Vu € S, f(u) N

5“5f # (. Atunct f defineste intdrzierea absolut inertiald f N f‘s“&f,
DEMONSTRATIE. Relatia f ﬂ fém&f C f aratd c& f N ff{]’éf e o intarziere, in
timp ce relatia f N fér’éf f A I 7 aratd ci intarzierea e absolut inertials. O

DEFINITIE 117. Intdrzierea fN f§”§f definitd in conditiile teoremei precedente

se numeste intdrzierea absolut inertiald indusd de f.

OBSERVATIE 122. Intuitiv vorbind, spunem cd intdrzierea absolut inertiald f
exprimd o relatie cauzd-efect intre o intrare si o familie de stari inertiale, asa incat
pentru orice u € S, variatiile semnalului intdrziat x € f(u) nu pot fi mai rapide
decdt o permzte zndeplzmrea lug fér’éf,

Deoarece f A1 = 9, fiecare intdrziere f e absolut inertiald in mod trivial: f C
0,0
AI*

2. Ordinea

TEOREMA 289. Date fiind numerele nenegative 6,,0¢, 5;.,6}, urmdtoarele afir-
matit sunt echivalente:
81,8,
o) £ C £
b) 6, >0 §26f26'f.

DEMONSTRATIE. In (1.1), () (&)< ()  z(¢) e adeviiratd pentru toti
celttto,] celtit+s)]

x € S dacd si numai dac [t,t+6,] D [t,t+8], ceea ce inseamni ci §, > . Similar

pentru 65 > &. O

OBSERVATIE 123. Din teorema precedentd si din conjunctia afirmatiilor f C

5,5 5r,68 5.8 . » A . 5,,68
T s f4TT C faT T concluzionam cd dacd intdrzierea f are proprietatea f4;°7,

, o8 . . ‘ ,
atunci ea are de asemenea proprietatea fo7 7, ori de cdte ori 6, > 6, gi 65 > 6.
Pe de alta parte, fie tntdrzierea absolut inertiald f cu 36, > 0,36 > 0, f C

8r,8¢ , , . 5,6 ,
Wi E mtsr%sant de studiat acea proprietatea f 47" care satisface
i) fCfar
1.8 8..,8% 5T,5f
i) pentru orice f cu f C fi) 7 avem C f

5r\85 C ) . . S
i.e. f47°7 este cea mai micd proprietate de mem‘ze absolutd in sensul incluziunii

care e satisfacutd de f.

8.8 . . o .
COROLAR 9. Dacd g C f 7 ' e o intarziere absolut inertiald, atunci pentru

orice subintdrziere f C g, existd 6, > 6, i 65 > & astfel incat f C f‘sr’éf.

3. Dualitatea

TEOREMA 290. Fie 6, > 0,67 > 0. Sistemul dual al lui ff{[’é este féf O

DEMONSTRATIE. Pentru orice u € S, avem

(Far* ) (w) = (@ —0)-z) < () @©,2t-0)-2)< () @)=

et t+6,] EE[t,t+67]
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={zfz(t=0)-z() < ] @(&,2(t—0) z(t) < z(€)} =

={aat-0)-z®) < [ 2©.2(-0) x(t) < 2(€)} = 35" ().

SE[t,t+6r] €[t t+6¢]

5,y8 ¢

TEOREMA 291. Presupunem cd f C f, 77 e o intdrziere absolut inertiald.

Of,6r o
Atunci f* C fi; 19 ¢ o intdrziere absolut inertiald.

. NP . 85,6,
DEMONSTRATIE. Din Teorema 261, f* e o intarziere. Incluziunea f* C fy}
e o consecintd a Teoremei 49 si de asemenea a teoremei precedente. Totusi, putem
arata afirmatia §i in mod direct:

Vue S, f*(u) ={Z|lz € f(w)} C {T|lz € f f} {z|T € f‘s“&f} = ff,fl’ér.
O

TEOREMA 292. Proprietatea ff{]’&f e auto-duald dacd §i numai dacd 6, = 6.

DEMONSTRATIE. Dacd e evidenta.
Numai dacd Din f§”6f f§f " deducem (vezi Teorema 289) cd 6, > 67,65 >
Or. O

4. Legarea in serie

- . A A . . - 57‘75 f
TEOREMA 293. Fie intarzierile f,g. Incluziunea f C f4;"7
6r,6 ? . X . A . . ..
W7t In particular, legarea in serie a intdrzierilor absolut inertiale cu parametrii

0r,0¢ € o intdrziere absolut inertiald cu parametrii 6,,0y.

implicd fog C

DEMONSTRATIE. Evidenta. O

5. Intersectia

TEOREMA 294. Fie numerele nenegative 8,,65,6,,6%. Avem:

(5.1) 6r,6f mfér,éf o ;n]ax{ér,& ' }max{éy, 6f}

DEMONSTRATIE. Fie ¢y astfel incat x(tg — 0) - z(tp) = 1. Daci inegalititile

w(t=0)-2()< (] (),

€[t t+6r]
2t—0)-zt)< (] =
et t+61]
sunt ambele adevarate, deducem

1= N «© N 29= N =@

&€[to,to+6r] £€[to,to+6)] £€(to,to+max{6,,6.}]

si, similar, daci t; e ales astfel ca x(t; —0) - x(¢1) = 1 s8 aibe loc, inegalititile

2(t—0)-z(t)< () =

§E[t,t+67]
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xt—0)-zt) < [) =
SE[t,t+8]
fiind ambele satisficute, e adevirat ci
1= () =9 [) == N (§).
E€[t1,t1+65] EE[t1,t1+6%] §€[t1,t1+max{6y,6%}]

Am demonstrat incluziunea

5r,5f ﬂf 70 c fmax{ér,é »}max{éy, 6f}

Pe de altd parte, incluziunile fmax{ér"S rhmax{os.67) f‘s“‘sf fmax{é”‘S rmasc{d s 8] }
8.8
47 7 se deduc din Teorema 289. Asadar
max{6,,6.},max{67,6%} 5,,6 5. 5'
AT PR fart 0 Fa

0

TEOREMA 295. Fie f C ff{[’&f o intdrziere absolut inertiald si g : S — P*(95)
un sistem. DacdVu € S, f(u)Ng(u) # 0, atunci fNg C fi}’5f e o intdrziere absolut
inertiald.

DEMONSTRATIE. Din Teorema 258 deducem ca f N g e o intarziere si avem
87s6
fngcfcfiy’. O

A
TEOREMA 296. Fie intdrzierile absolut inertiale f C f‘sr’éf,g C fal

presupunem cd Yu € S, f(u) N g(u) # 0. Intarzierea f N g a absolut mer;zald cu
f ngc fmax{ér,é 1 max{éf §f}

DEMONSTRATIE. Intersecjma f N g e o intarziere care satisface fNg C f C
8 5.6
5”5f si fNngCgcC fA . Din aceasta obtinem c& fNg C f‘s“éf N7 =

IT?X{&T’(S rhmaxlér 87} A tinut cont de (5.1). O

TEOREMA 297. Pentru toti 6, > 0,05 > 0 interseclia fup ﬂff{]’éf e o Intdrziere
st urmatoarea proprietate de legare in serie

87,68 Y 8y
(fUDmfA[ f)o(fUDmfAj f) fup ﬁf !

e adevdratd, unde 6; > 0,6} > 0.

DEMONSTRATIE. Fie un u € S oarecare. Dacd 3\ € B,u € S.(A), atunci A €
fup(u) ﬂff‘}’&f si daci u € S\ S,, atunci fyp(u )ﬂf‘sr’&f = Sﬂf‘sr’&f = §“5f # 0.
Am demonstrat ca V6, > 0,Véy > 0,Vu € S, fup(u) N fAI bs £ 0. A§adar, pentru
orice 6, > 0,05 > 0, fUDﬂff{I’éf e o functie S — P*(59) care e o intarziere deoarece
e inclusd in fyp.

Avem

(fop N £575) o <fUDmfZ'3’5'f>><u>= U Gonn )@ =

/6/

€(fupnfa; )(u)
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U fUD(JI),UG SC(O)

vy

87.,6%,
€S (0)Nf,; 7

P 5T,5 U fup(x),u € S.(1)
=f4'n U fup(z) = n wes (e =
PRy e AL
z€fup(WNfar ! U fUD(ac),uE S\SC

Yy

Sy
zesnf, f

S:(0),u € S.(0)
§!.,67
zeS.(0)Nf 7 F
Sc(0),u € S.(0)
Se(1),u e S.(1
_ i g €S oo L g e s.(1) =
€S (1)NF ] Siue S\ S,
U SueS\S. ’
;cEfoé

= (fup N 1577 ().
O

TEOREMA 298. Fie intdrzierile f,g st numerele 6, > 0,6y > 0, asa ca Vu €
S, flu)n fé“éf # (. E adevdratd formula

(fNf ) og=(fog)n o7

DEMONSTRATIE. Pentru orice u € S obtinem

(FNF Yo g)(w) = {yFn,y € f(x) siy € f57° siweg(u)} =

5,6
=((fog) N fa)(u).
O
6. Reuniunea
TEOREMA 299. Pentru orice numere 6, > 0,6 > 0,6, > O,(S'f >0, avem

§T,5 min{§,,6,.},min{6;,8"}

(6.1) ! Uf Al e
DEMONSTRATIE. Similard cu demonstratia Teoremei 294. O

- . . ) . ) 8.8
TeEOREMA 300. Date fiind intdrzierile absolut inertiale f C ff{]’éf §i9C fa7 7,

5,601, 65,6
intdrzierea f U g e absolut inertiald cu fU g C fmm{ }omindé s, 85}

51.68% ..
DEMONSTRATIE. Intarzierea f U g este inclusd in far brbi fa7 ! si tinem cont
de (6.1). O
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7. Invarianta in timp

TEOREMA 301. Pentru orice 6, > 0,65 > 0 sistemul fi}’éf e invariant in timp.
DEMONSTRATIE. Fie u € S ¢i d € R arbitrare. Avem ci (1.1) si

2t+d—0)-2t+d < [ wE+ad),

EEt,t+6,]

2t+d-0)-zt+d) < (]| =(€+d

€[t t+64]
sunt echivalente (in sensul ci au aceleasi solutii), de unde
A (worh) = fiy* = {alro ™t € fu7"} = {worlz € £}

0

TeEOREMA 302. Fie f o intdrziere invariantd in timp §i sd presupunem cd
. 5r\8 el S - y
proprietatea Yu € S, f(u) N f 777 # 0 e satisfacuta. Atunci intarzierea indusa

80,6
s
DEMONSTRATIE. Fie u € S gi d € R arbitrare. Din teorema anterioarsd avem

(FNF ot = fluor) N fi7"" = {zorle € f)} n{zorle € £47"7} =

= {zorlz € flu) N £37°} = {z oz € (f N £37°) (W),

6y

este invariantd in timp.

Aceeasi afirmatie decurge din faptul c& fN f A}’ e o subintarziere a lui f, care
e invariantd in timp ca intersectie de sisteme invariante in timp (Teorema 168). O

8. Exemple de intarzieri absolut inertiale

Ory

TEOREMA 303. IzN [y 6f,d € R este o intdrziere absolut inertiald doar pentru

8y =67 =0.

DEMONSTRATIE. Presupunem prin absurd ci existd 6, > 0 cu Yu € S, I;(u) N
8s # (). Intrarea u = X[0,6), unde 0 < 6 < é,, satisface proprietatea

La(w) = X060 7" & fu7

contradictie. Situatia e similard dacd presupunem ci existd 65 > 0 aga incat Iy N

8,6 A e
477 e o intarziere absolut inertiald. O

5r,

5T,5,

ExEMPLU 104. Cele doud intdrzieri deterministe din Exemplul 98 la fel ca i
urmdtoarele intdrzier: nederministe

{1} U {X{4,00)ld € R}, daca u € Sc(1)
flu) = {{o}u{x —oa)|d € R}, altfel ’

flu) = {0} U{X(—oo,a)ld € R}, daca u € Sc(0)
¢ {1} U{X{4.00)/d € R}, altfel

satisfac ff{l’&f pentru toti 6, > 0,67 > 0.
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ﬂﬂ'ﬁf) mtT ot Ttz
Lefr—d 1 —d +m]

d d+7 d+mt+r+s

il

mte

FIGURA 2. Intarziere deterministd, Teorema 304 a)

TEOREMA 304. Fie 0 <m <d.
a) Intdrzierea deterministd (din Exemplul 101)

x(t) = N w®
feft—d,t—d+m]

satisface x € fg’}” §t pentru orice 0,65 asa incdt 6, > 0 sau Oy > m, existd un

80,85 , ‘ ‘ ‘
we S cux ¢ fiy". Cualte cuvinte 0,m sunt cele mai mari valori pe care 6,65

le pot lua i care fac adevdratd Yu € S,z € fz}"sf )

b) Intdrzierea (din Exemplul 101)
(t) = U w©
Eelt—d,t—d+m)]

satisface x € lel,o; pentru orice 6,,0¢ cu cel putin una dintre 6, > m, 65y > 0

e L . As s 6ry6 A oo
adevdratd, existd o intrare uw € S aga incdt v ¢ far ¥, ceea ce inseamnd cd m,0

. . . . oL 5,67
sunt cele mai mari valori ale lui 6,,65 care fac adevarata Vu € S,z € f,7°7.

DEMONSTRATIE. a) In a doua proprietate (1.4) ipoteza afirms

' >tsix(t—0) z(t)=1siz{t —0) z(t') =1,
de unde deducem (vezi Teorema 22)

u(t —d—0)- (| w®-ut—d+m)=1,

Eelt—d,t—d+m)
uw(t' —d—0) - N u(€) =1,
geft!—d ¢’ —d+m)]

ie. t—d+m =1t —d— e pentru un € > 0 gi, in cele din urms ¢’ — ¢ > m.

Presupunem ci existd 6, > 0si 6y > 0 againcat z € ff‘}’&f. Lum un e € (0,6,)
$i U = X[g,m+e) Dentru care avem

z(t) = m X[O,m—l—a)(é) = X[d,d+¢) (t).
Eet—d,t—d+m)]

81,6 T . o e

Asadar = ¢ f,7°', contradictie. In mod similar, presupunerea ci existd &, >
. 8rs6 o .

0siéf >mcuz e fy;"" ne conduce la urmitorul contraexemplu. Fie u =
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()

felt—d,t—d +m]

d—m d+s
L —
mte

FIGURA 3. Intarziere deterministd, Teorema 304 b)

X(—00,0)U[e,00) unde € € (0,67 —m). Avem

x(t) = m X(—00,0)Ule,00) (§) = X(—o0,d—m)U[d-+e,00) (£)-
¢€ft—d,t—d+m)

5f

Deoarece d +¢ — (d —m) = +m < ¢, deducem contradictia z ¢ f, £ O

TEOREMA 305. Intdrzierea fyp N ff,}’&f este invariantd in timp si absolut in-
ertiald, fiind inclusd in fi}’éf pentru orice 6, > 0,65 > 0; fup N ff{f&f este auto-
duald dacd i numai dacd 6, = 0.

DEMONSTRATIE. Intersectia fup N fi}’éf este o intarziere (Teorema 297), iar
faptul c& este inclusd in f{l’éf e evident.

Pentru a demonstra invarianta in timp, observdm c& fyp e invariant in timp
(Teorema 252) si ff{[’éf e el insugi invariant in timp (Teorema 301). Deci intersectia
lor e invariantd in timp (Teorema 168).

Demonstrim acum afirmatia relativd la auto-dualitate. Pentru a ardta necesi-
tatea, putem scrie

6r,y6 Ory0p % bfy0r 6r,6
(fup N Far™ ) = fop N 3™ = fop N5 = fup 0 £ar”
si sd presupunem prin absurd ci 6, = 0 e fals#, de exemplu 0, < 0¢. Atunci, pentru

5,6 51,6, .
u=0, Xj,,) € (fup N fa7"")(W) $i Xjo6,) ¢ (fup N a7 ") (u), contradictie care
aratd cd 6, > 0y e necesard. In mod similar avem 8, < 0. Asadar egalitatea 6, = 6

< 7 . < . . Y 665 s
e necesard. In mod evident aceastd egalitate e suficientd pentru ca fup N fiy7°7 sd
fie auto-duals. O

9. Alte definitii ale inertiei absolute

OBSERVATIE 124. O altd definitie a inertiei absolute e datd de inlocuirea ine-
galitatilor (1.1) cu inegalitatile

(9.1) wt=0)-z(t) <[] (),

€t t+67)
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unde 6, > 0,05 > 0 din nou, sistem autonom pe care il notdm prin ff‘}’,éf . Cand
0, = 0,65 = 0 inegalitatile precedente iav forma triviald, ca si fi’"[’&f . Studiul lui
0001 ¢ similar cu acela al lui f57° . Diferenta e cdin (14) 1 —t > 6,,t' —t > &f
sunt inlocuite prin t' —t > 6,,t' —t > 6y.
Ezistd tncd posibilitatea de a combina prima inegalitate din (1.1) cu a doua
inegalitate din (9.1), sau prima inegalitate din (9.1) cu a doua inegalitate din (1.1).

ExempLU 105. Sistemul definit prin inegalitatile (Teorema 322 va analiza un
sistem similar)

(9.2) xt—0)-2t)= () (- u(®),
EEt—6y,1)

9.3) w(t—=0)-z(t)= () @(&)-u),
EE[t—6,,t)

0, > 0,07 > 0, e o intdrziere deterministd invariantd in timp. Solutia sa satisface
T € fi}’ff ; intdrzierea e auto-duald dacd si numai dacd 6, = y.
DEMONSTRATIE. Putem presupune ci o solutie a lui (9.2), (9.3) existd intot-

deauna. Ar#tdm cd sistemul e o intarziere si fie u € S.(1). Atunci existd t; € R
asa Incat u|[; o) = 1 i Vt >ty (9.2), (9.3) iau forma

(9.4) z(t — 0) - z(t) N =©,
EE[t—64,t)
(9.5) z(t—0) - z(t) = 0.
Daci N z(€) = 1, atunci z(t7) = 1. In plus avem T|[ts,00) = 1-
Eelty—o5.ty)
Pentru N x(§) = 0, existd doud posibilitati:
EE[ty—by.ts)

a) x(ty — 0) = 0. Deoarece 3¢ € [ty — by,t),x(§) = 1, punem &, = sup{¢[§ €
[ty =0y, ty),x(§) =1} si avem cd (¢ 45,,00) = 1;

b) z(ty —0) = 1. Atunci 2, o) = 1.

Similar, putem arta ci dacd u € S.(0), atunci orice solutie = a lui (9.2), (9.3)
i apartine lui S.(0).

Determinismul intarzierii se demonstreaza in felul urméator. Existd tg € R asa
INCat 2|(—o0o,ty) = T(—00 4 0),U|(—00,t,) = u(—00 + 0). De aici avem z(—o0 + 0) =
u(—o0 + 0). Presupunerea de existentd a lui t; > ¢y si a doud solutii distincte z,y
a lui (9.2), (9.3) care satisfac |(_oo,t,) = ¥|(=o0,t1), ©(t1) # y(t1) dd o contradictie.

Invarianta in timp decurge din faptul ci dacd x e solutia sistemului, atunci
pentru orice d € R obtinem c& x o 7¢ e solutia sistemului

yt—=0)-yt) =[] w©-ult—ad),

ge [t_§f 7t)

y(t=0)-y®)= () y(©-ult—d).
EE[t—6r,t)
Inertia absolutd e o consecintd a observatiei ci
2t=0)-z()= () =©-ut)< (] (),

EE[t—6y,t) EE[t—5y,t)
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wt=0)-at)= [ 2@ -uB< () 2
EEt—b,,1) EEt—b,,1)
si aceste doudl inegalititi sunt o versiune a lui (1.5).
Auto-dualitatea implicd echivalenta dintre (9.2), (9.3) si urméatorul sistem

w(t=0)-2()= [\ 2(&)-ult),

IN

£€[t—§r,t)
2(t—-0)-2(t)= () (&) uld)
Ee[t7§f7t)
Putem demonstra ci aceasta se intAmpld daci si numai dacd 6, = 6. O

10. Intarzieri Zeno

DEFINITIE 118. Dacd sistemul f : S — P*(S) satisface una dintre proprietatile
i)Ve>0,Ft e R,I' e R,Fu e S,z € f(u),

2(t—0)-z(t)=1siz{t' —0)-z{t)=1si0<t —t <e,
i) Ve > 0,It € R, 3t e R, Ju € 5,3z € f(u),
zt—0)-z(t)=1siz(t' —0)-2(t')=1si0<t —t<e,
atunci el se numeste Zeno.

TEOREMA 306. Dacd intdrzierea f este Zeno, atunci orice intdrziere g O f
este Zeno. Dacd f nu este Zeno, atunci toate subintdrzierile sale g C f nu sunt
Zeno.

OBSERVATIE 125. Proprietdtile i), i) definitorii ale intdrzierilor Zeno (numele
e dat de Zeno din Elea 495%-435% inainte de Cristos) sunt considerate a fi nenat-
urale pentru o intdrziere f, in sensul cd existenta intrarilor care produc impulsuri
ale starilor cu o lungime arbitrar de scurtd nu corespunde comportdrii dispozitivelor
din electronica digitald, care sunt caracterizate printr-o oarecare incetineald. De ex-
emplu intdrzierea Iy e Zeno.

In general, literatura prezintd intr-o modalitate usor diferitd conceptele legate de
numele lui Zeno, datoritd in special faptului cd autorii nu folosesc aceeagi notiune
de semnal ca noi. Sd-1 citdm pe Karl Henrik Johansson' spundnd ‘automatele
hibride Zeno acceptd executii® cu infinit de multe tranzitii discrete intr-un interval
finit de timp. Sistemele fizice reale nu sunt Zeno, desigur, dar automatele hibride
cale modeleazd sistemele reale pot fi Zeno. Fenomenele Zeno sunt deseori datorate
unui prea mare nivel de abstractizare’. Alti autori trateazd problema semnalelor
Zeno. Reproducem in acest context parerea asupra conditiilor Zeno exprimatd de
Edward A. Lee®: modelul “ilustreazd o conditie Zeno, unde tnainte de tg se tntdmpld
un numar imfinit de evenimente gi deci ceasul nici mdcar nu poate produce iesirea
de la momentul de timp to’. ’In cele din urmd executia inceteazd avansul timpului’.

In modelare, preferdm sd folosim intarzierile care nu sunt Zeno.

TeEOREMA 307. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente pentru intdrzierea f:

a) [ nu este Zeno;

b) exista 6, >0 i 65 >0 asa incdt f C fi}’/éf.

1Hylorid systems, EECS291E, UC Berkeley, Spring 2000, Lecture #4, Zeno Hybrid Automata
2i.c. au stiri z € f(u).
3 Advanced Topics in Systems Theory, EECS290N, UC Berkeley, Fall 2004.
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DEMONSTRATIE. Negatia proprietitii din Definitia 118 poate fi scrisd sub forma:
urmétoarele afirmatii sunt adevirate
i) 36, > 0,vt € R,Vt' € R,Vu € S,Vz € f(u),
(t<tsizt—0)-z@t)=1siz{t' =0)-2(t')=1) =t —t >6,;
ii) 36y > 0,Vt € R,Vt' € R,Vu € S,Vz € f(u),
(t<t siz(t—0)-z@t)=1siz{t' —0)-z(t')=1) =t —t >

si aceasta e echivalentd cu f C ff‘}’,éf (vezi de asemenea (1.4)). O







CAPITOLUL 13
Intarzieri relativ inertiale

Inertia relativa este proprietatea stérilor de a avea viteza de variatie limitatd de
o functie care depinde de intrare, iar intarzierile relativ inertiale sunt acele intarzieri
ale cdror stari sunt relativ inertiale. Chiar dac& conceptul are legdturi stranse cu
literatura publicats, el are un neajuns major, pe care noi l-am numit paradoxul
inertiei: legarea in serie a doud intarzieri relativ inertiale nu este in general o
intarziere relativ inertiald. Se d& un contraexemplu in acest sens.

Se prezintd cateva proprietdti importante ale acestor intarzieri, exemple, pre-
cum si legd&tura cu inertia absolutd si cu fenomenele de tip Zeno.

1. Inertia relativa

TEOREMA 308. Fie numerele 0 < p, < 6,, 0 < py < 0. Urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(L1) w-0)-alt) < N we.

EE[t—6p,t—8r+p1,]

-0 Tm < ()

EE[t—b5,t—bs+pf]

(1.2) z(t—0)-z(t) < z(t—-0)- m u(§),

EE[t—6r,t—6rtpu,]

w(t=0)-z() < at-0)- () u©

EE[t—bs,t—b5+py]

unde u,x € S.

DEMONSTRATIE. Similard cu partea (1.1) <= (1.2) din demonstratia Teoremei
287. t

. T ‘ ‘ ‘
DEFINITIE 119. Sistemul fﬁ.} Hi20 8 — P*(S) definit de oricare din pro-
prietatile (1.1), (1.2) se numeste proprietatea de inertie relativd, iar numerele
s Oy iy, 05 poartd numele de parametrii inertiali (crescdtori, descrescd-
tori).

OBSERVATIE 126. Atributul 'relativ’ dat inertiei se referd la faptul cd propri-

Mo Orshhp 56 - o - - - - v
etatea frpy " depinde de u, ca opusd cazului anterior de inertie ‘absolutd’
5085 ‘
Wi, cand sistemul a fost autonom.

Oty ,0 . . o .
1’;[ THEOT e un sistem inttr-adevar. De exemplu Yu € S, functiile constante

) RTINS Y
0,1 €S apartin lui fry°" """ (u).
Compatibilitatea dintre proprietatea de inertie relativd gi valorile initiale w(—oo+

0), z(—o0 + 0) e datd de faptul cd existd to aga incdt pentru orice t < to, avem

203
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z(t—0)-z(t) = z(t —0) - x2(t) = 0. Asadar proprietatea de inertie relativd este
indeplinita in mod trivial pe o mullime t € (—00,tg).
. ,57-, ,6 N

Pe de alta parte, pentru orice X\ € B, avem cd fg} AT ) ={0,1}u{x @
X(a,00)|d € R} si am identificat din nou constantele Boolene cu semnalele con-
stante. Aceasta aratd cd atunci cdand intrarea e constantd stdrile relativ inertiale
sunt monotone.

Remarcam ce devine proprietatea de inertie relativd in cazul ‘trivial’ cind 6, =

b =p, =py=0
(1.3) x(t—0) - z(t) <u(t),

(1.4) 2(t —0) - 2(t) < u(d).

Acest lucru nu e defel trivial. Inegalitatile (1.8), (1.4) descriu situatia cind x
poate comuta doar dacd devine egal cu w. O situatie mai generald decdt (1.3),
(1.4), cand 6, > 0, 65 > 0, 1, = py = 0, a fost numitd de noi in cateva lucrdri
anterioare proprietatea de constantd si intdrzierile care o satisfac au fost numite
constante.

- - - ,5r, '75 - - o - T f - ™
Eristd o variantd a lui fg} Ro%8 - similard variantelor fg 1’;%’ st fil’,‘sf pentru
My, dr,my,dy moF A . .
BD st fu7 7, i.e. putem inlocui (1.1) prin
x(t—0)-2(t) <[] ul),
E€[t—6,,1)
2(t—0)-z(t) < () w®),
£€[t—§f,t)
unde 6, > 0,0y > 0. Aceastd proprietate se noteazd prin fg’"[’,&f si se analizeazd
5rb s

similar cu fry

2. Ce spun alti autori

OBSERVATIE 127. Interpretam din nou proprietatea de inertie relativd prin re-
producerea unor definitii informale.

[15], [16] (vezi Definitia 103, a)) afirmd: intdrzierile inertiale ‘'modeleazd faptul
cd circuitele nu raspund’ pe iesiri ‘la doud tranzitii’ de la intrare ’care sunt foarte
apropiate’. In cazul in care doud tranzitii ale lui u sunt ’foarte apropiate’, i.e. dacd
w are un 1-impuls de lungime < p,., atunci functia N u(§) este nuld pe

EE[t—6r,t—6, 41, ]
o multime tn care functia x(t — 0)-2(t) e de asemenea nuld: existdty <t <tz <ty
asa tncdt t3 —ta <, st

u(t) = w(t) - X(oo,t1) (1) © Xita 1) (1) D U(t) - X[t4,00) (£)s

m u(§) = m u(§) 'X(—oo,t1+6r—pr)u[t4+6r,oo)(t)

EE[t—br,t—8r+p,] EE[t—br,t—brtp,]
implicd

VE € [tl +6r — M7'7t4 + 67")735(6 - 0) x(i) =0.

Situatia e similard dacd w are un 0-impuls de lungime < p .
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In acest context rescriem un citat din [14] (vezi Definitia 103 b)): “impulsuri
mai scurte sau egale cu marimea intdrzierit nu sunt transmise’ in maniera urmd-
toare: “impulsuri mai scurte sau egale cu ,. (respectiv cu ¥ ) nu sunt transmise §i
impulsuri strict mai lungi decdt p, (respectiv decdt p ¥ ) pot fi transmise’.

Pe de alta parte, Definitia 104, i) si Definitia 105, i) aratd, pdstrdnd notm;iile
ultimei, ca f”“ Bropy by cu b, = 0f = dmin, i, = Py = dmin — 0, i.e. ca fRI, Acest
punct de vedere e asemandtor aceluia din [15], [16] vezi Conventia din Observatia
96 care afirmd ca: “intdrzierea de transmisie a tranzitiilor e aceeasi cu pragul de
anulare’. Aici 6,,0¢ actioneazd ca ’intdrzieri de transmisie a tranzitiilor’, chiar
dacd ele sunt mai degrabd “intdrziert minime de transmisie a tranzitulor’, iar i, py
actioneazd ca ‘pragurt de anulare’. 'E aceeasi cu’ inseamnd cd cele doud cantitati
diferd printr-o infinitezimald.

Mai departe, sd ne reamintim [1] (vezi Observatia 101) afirmatia: ’schimbdrile
trebuie sd persiste pentru cel putin ly unitdti de timp dar sd se propage dupd un
timp la,lo > 1y . In formalismul nostru reprezentat prin fﬂ”ér’”f 01 dacd acceptam
auto-dualitatea, avem: Iy = pi, = py,lo = 0, = b5 s 'schumbdrile trebuie sd persiste
pentru strict mai mult decdt 1y unitati de timp dar sd se propage dupd mai mult sau
egal cu ls,lo > 1y unitdti de timp’.

3. Relatia dintre inertia relativa si inertia absoluta

TEOREMA 309. Fie 0 < p, <6,,0< py < 0y arbitrare. Dacd 6y > 0, — .,
6p > 0f — py, atunci Vu € S, f#” T’“f’éf( ) C féf Ot 5f+#f(u)'

oy
DEMONSTRATIE. Ludm ¢,t' € R, u € Ssiz € fur, ool

astfel incat

u) in mod arbitrar,

t<t'siz(t—0)-z(t)=1siz({t' —0) -2(t)=1.
Obtinem

N u(é) = N u(§) =1

E€[t—6,,t—br+p,.] EE[t! =6,/ =6 4py]
= [t =0t =6 +p, ) N[t =65, =65 +py] =0
=t =6+ p, <t —6f saut' — 654 p; <t—96,
==t —t> 6 — 6+ p, saut' —t <55 —p; — 6,

:}tl_t>6f_67a+/,t7,

inegalitatea t' —t < 8¢ — s — 6, e falsd, deoarece membrul stang e strict pozitiv
f Hy
si membrul drept e nepozitiv).
Demonstratia e similard pentru a doua inegalitate. O

OBSERVATIE 128. Inegalitatile 6y > 6, — i, 6, > 05 — py din ipoteza Teoremei
309 sunt similare cu CCgp.
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4. Intarzieri relativ inertiale

DEFINITIE 120. Fie numerele 0 < p, < 6,, 0 < py < O¢ i intarzierea f. Dacd
f satisface conditia

Vu e S, f(u) C fur® "% (),

atunci e numitd itntdrziere relativ iner§iala Obisnuim sd spunem cd f satis-

Mo Orsbl 50
face proprietatea de inertie relativa fp; "’ I

TEOREMA 310. Fie intdrzierea f si numerele 0 < p, < 6,,0 < py < 6y

astfel incat Yu € S, f(u) N fry T’“f’éf( ) # 0. Atunci f defineste intdrzierea relativ
robiy,6
inertiald f N f#“ ot

DEMONSTRAIIE Yu € S, f(u) N fry OrobsOf () £ 0 si fOfey Orobts®5 = f aratd

TN TR HopsOrsbtp,6 o ,5mu )6 <
cd f N fry M e o intarziere si din f 0 fRY T C fpy Y deducem ci

1ntarz1erea e relativ inertiald. O

DEFINITIE 121. Intdrzierea fN f#” riby 01 definitd in conditiile teoremei prece-

dente se numegste tntdrzierea relativ inertiald indusd de f.

OBSERVATIE 129. Intdrzierile relativ inertiale sunt cele mai larg acceptate mod-
ele inertiale si, in acelasi timp, cele mai controversate. Controversele sunt generate
de faptul cd, in teoriile neformalizate unde sunt folosite, nu se poate demonstra cd
legarea in serie a doud intdrzieri relativ inertiale e o intdrziere relativ inertiald,
adicd o proprietate normald de inchidere. Ne vom referi la acest aspect important
mat tarziu.

Fie parametrii 0 < p, < 6, §i 0 < py < éy. Faptul cd intarzierea f e relativ

inertiald f C f““ oribsts §1.ca bOf = 0p — i, 0p = b — pug, tmplica din Teorema
8p—br 8r—8 11y
309 ca f e absolut inertial f C f,; F=Or ey, sty

2Orotip,0 S . o
intdrziere arbitrard cuVu € S, f'(u)N f”r B0 () # 0, atunci intdrzierea indusd
mféf Srtp,,6r—bp+pg

. Mai departe, dacd f' este o

JTRR TR
fofpy %1 este o subintdrziere a tntdrzierii induse I

T )6
EXEMPLU 106. Situatiile extreme ale intarzierilor relativ inertiale fﬂf”r’ Beoos

induse de intdrzierea f sunt create de f = fup si respectiv de f = 14, care de-
finesc intdrzieri relativ inertiale pentru toti pi,, 0, piy, 8¢ asa incat 0 < p, < 6,
0 <y <0f girespectiv aga incat p, = pp =0, 6, =05 =d
ExEMPLU 107. Cele doud intdrzier: din Exemplul 98 satisfac proprietatea de
rolig,6 .
inertie relativd f#“ K0 pentru toti 0 < pi, < 6,y 0 < py <Oy
EXEMPLU 108. Fie 0 < m < d. Intarzierea x(t) = N u(§) satisface

¢eft—d,t—d+m)
proprietatea de inertie relativa sub forma

2(t—0)-2(t) < N w),

Eelt—d,t—d+m)]
a(t—0)-2(t) < ult—d+m).
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In mod dual, intdrzierea x(t) = U u(§) e relativ inertiald de asemenea:
¢eft—d,t—d+m)]

z(t—0)-z(t) < ult—d+m),
a(t—0)-az(t) < N w®-
Eet—d,t—d+m)]

Aceste lucruri sunt o consecintd a Teoremei 22.

5. Ordinea

TEOREMA 311. Date numerele 0 < p, < 6., 0 < pp < 65, 0 < pj, < 67,
0< le < 6}, urmdtoarele afirmatii sunt adevarate:
3 Sropiys6 AT Y
a) N /Mf ' - /}%I f f; ! !
DEMONSTRATIE. a) = b) Incluziunea de la a) inseamn# ci pentru orice u € S
avem:

u(§) < u(§);
EE[t—6,,t—brtp,] EE[t—06.,t—67.+u]
N u(§) < N u(§),
EE[t—b5,t—b5+p] §E[t—06" ,t—8"+p]
e [t=8,t =8, 4, D[t=6,,t =64 py], [t=6p,t =65+ pg] D [t—8,t—6% + 4]
gi in cele din urm& b). In acest moment, implicatia b) = a) e evidentd. O
OBSERVATIE 130 Presupunem ca sunt adevdrate incluziunile f C f”” T’“f’éf,
rH g R
g}’é His C f”r o . Din Teorema 311 avem cd dacd fi,, 6y, py, 6 sunt para-

metrii inertiali ai lui f, atunci ., 5., u’f, (5} sunt gi et parametrii inertiali ai lui f
ori de cdte ori au loc 6, > 6., of > 5}, 8r — p. <80 — il 6 —pyp < 6/f — le~
Sd consideram acum intdrzierea relativ inertiald f. Formuldm problema gdsirii

H Mgy
acelui sistem f r Oty 01

267, pg 0
Z)fcfﬂr Hyp,0f

DR AT AR HopyOrspiy 6 HosBrs iy 58
i) pentru orice fry " ¢ forTffavemR} P Ry

. Lo r O s 56 .
ie. frp T este cea mai micd proprietate de inertie relativd in sensul

incluziunii care e satisfacutd de cdtre f.

care satisface

6. Dualitatea
TEOREMA 312. Duala lui fy Ot %5 oste f”f’éf o

DEMONSTRATIE. Pentru orice u € S avem:

( Nm‘srvﬂfyéf)*(u) _

RI
— (@t —0) - 2(t) < W@, 2(t-0) 2B < () w©)=
EE[t—br,t—br+p,] EE[t—b5,t—bs+py]
—falet—0)-20< () W@ t-0-x< ()] w©)=
EE[t—br t—brtp,] EE[t—b5,t=bs+py]

HpsOfsbys O
= Rf P (u).
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O
TEOREMA 313. Dacd f C f”r’ Ortts 1 oste o intdrziere relativ inertiald, atunci
f* este o intdrziere relativ inertiald cu f* C f”f O obtrOr
DEMONSTRATIE. Pentru orice u € S putem scrie
fru) = {@lz € f@)} c {zlv e fr""" (@)} =
ur, rolbg 0 ur, b0 HgsOf oy O
={alz € fry " @} = (fry ) () = R (w)
si am utilizat Teorema 312. ]

7. Legarea in serie. Paradoxul inertiei

EXEMPLU 109. Urmdtoarele intdrzieri deterministe (vezi Exemplul 105)

(7.1) 2t =0)-z(t)= [ @(&-ul),
Eeft—2,t)
(7.2) d(t-0) 2O = () 2(&)-ul®)
EEt—2,1)
§t
(7.3) y(t—=0)-yt) =[] w© =),
Ee[t—4,t)
(7.4) yt-0)- 3= () v -2
Ee[t—4,t)
sunt relativ inertiale:
x(t—0) - z(t) <u(t),
2(t—0)-x(t) < u(t)
§t respectiv
y(t —0) - y(t) < x(t),
y(t —0)-y(t) < ().
Din motive de simetrie, dacd legarea lor in serie e relativ inertiald, atunci ea sat-
isface
(7.5) yt=0) -y < () ),
ce[t—6,t—5+u
(7.6) y(t—0)-y(t) < u(9),
EE[t—6,t—6+4]

unde 0 < p < 6. Alegem u(t) = Xo,1)u[2,3)u[4,00) (1), Pentru care (7.1), (7.2) dau
z(t) = Xjo,3)u[5,00) (1) $is din (7.3), (7.4) deducem y(t) = X0 4)u[8,00) (t)- Avem

m () = X[5,146— ) U[24+6,3+5—p)U[4+6,00) (1)
EE[t—8,t—6+p]

m U(E) = X(—o0,6— 1) U[14+6,248—w)U[3+6,4+5—p) ()
EE[t—6,t—6+u]
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unde, in principiu, intervalele [6,1+6 —p),[24+ 86,34+ 6 —p), [1+6,2+6—p),[3+
6,4+ 6 — ) pot fi vide sau nevide. Tindnd cont de (7.5), (7.6) se obtine:

(7.7) X10,8} (1) < X[6,146— ) U[24+6,3+6—p)U[a+6,00) (1)

(7.8) X143 (1) < X (00,6 ) U[146,246— ) U[3+6,4+6—p) (L)
Relatia (7.7) implica 6 <0, deci 6 = p = 0. Acest lucru e o contradictie cu (7.8),
care devine

X{a}(8) < X(—o0,0u11,2)U13,4) ()-

Concluzia este cd legarea in serie a intdrzierilor relativ inertiale, in acest caz
(7.1), (7.2) si (7.8), (7.4), nu este intotdeauna o intdrziere relativ inertiald. Aceastd
nereugitd a fost numitd de noi ‘paradozul inertiei’.

8. Intersectia
TEOREMA 314. Pentru orice numere 0 < u < 6,,0< py < 0 510 < . <
. . Orotg,6 URSTIRY .
5,0 < wy < &, intersectia fﬂr B2 o f” 8T este un sistem S — P*(S)
definit prin inegalitatile

2(t = 0)-a(t) < N u(§) - N u(§),

EE[t—br,t—brtp,] §E[t—07,t—067+n;]
2(t—0) - x(t) < N u(g) - N u(f).
EE€lt—67.t—87+uy] EE€lt—8',,t—8 1]

DEMONSTRATIE. Pentru orice u € S, functiile constante 0,1 € S apartin inter-

oy s 7‘7/'Lf36f( )mf/‘rv r7)u‘f7§f( )

sectiei fr) . Afirmatia e evident&. O

NPT O
OBSERVATIE 131 Dacd in mtersectw f”r K1 fﬂfﬂ 18t qvem Vit eR,[t—
u’f] 7é (D, atunct aceastd intersec§ie e o proprietate de inertie relativd dar, in general,
afirmatia precedenta nu e adevdratd.
Dacd f C f”“ PR o o intdrziere st g: S — P*(S) e un sistem cu pro-
prietatea Yu € S, f(u) N g(u) # O, atunci observam cd f N g e o intdrziere relativ
inertiald C fur, rvﬂfvéf

9. Reuniunea

TeEOREMA 315. Date fiind numerele 0 < u < 6,0 < py < 0f, 0 < . <

. 6rspg,6 TNy . R
8,0 < py < &, reuniunea A Uf“ et g, P*(S) e exprimatd prin

inegalitatile
z(t —0)-x(t) < N u(§) U N u(§),

EE[t—6,,t—brtp,] EE[t—8.,t—67.+u1]

2(t—0) - x(t) < N wdu N w®.

EElt—87.t—87+uy] EE[t—8),t—8,+ 1))
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10. Neanticipativitatea

TEOREMA 316. Pentru 0 < u, < 6,,0 < py < Oy proprietatea de inertie

Koy Orspip 0 p

relativd fp} e neanticipativd in sensul Definitiei 65, punctele v),...,ix).

DEMONSTRATIE. Urmétoarea proprietate de neanticipativitate din Definitia
65, v) are loc

VtER,VUESVUESUK 00,t] = V|(—o0,t] =

T,zST, ,6 N Sryh,6
= {)scn® € fri (W = {Y)(—ontly € frTTT (0)}
deoarece functiile N u(§) s N u(€) deplnd doar de u|(—s,q]
EE[t—6r,t—6r+p,] EE[t—b5,t=b5+py]
etc. (]

TEOREMA 317. Fie f o intdrziere neanticipativd in sensul Definitiei 65, oricare

dintre punctele v),...,ix) si presupunem cd Vu €S, flu )ﬂf”“ T’“f’éf( ) #£ 0. Atunci

H Iz 5
intdrzierea relativ inertiald indusd f N fr} Orottg 01

neanticipativitate.

satisface aceeasi proprietate de

DEMONSTRATIE. Putem folosi Teorema 316 si acea versiune a Teoremei 185
care e adeviratid pentru aceastd definitie. O

11. Invarianta in timp
YTy 75 N . v oA
TEOREMA 318. Proprietatea de inertie relativd f”r R0 este invariantd in
timp.
DEMONSTRATIE. Pentru orice d € R si orice u € S deducem ci

Srofiy, 65
i (wo ) =

= {zlz(t = 0)-2(t) < N (wor?)(&),

EE[t—8,,t—6rtp,]

w(t—0) - () < N (wor®)(§)} =

EE[t—6p,t—6s+py]

= {zlz(t = 0) - 2(t) < N u(§),

Ceft—d—6,t—d—6r4p,]

z(t—0)-z(t) < m u(§)} =

§€[t—d—bp,t—d—6s+py]

— {e|z(t+d—0)-x(t+d) < N u(€),

E€[t—6,,t—br+p,]

2(t+d—0)-2(t+d) < N W=

§E[t—b5t—b5+puy]

—fwor'at—0)a() < () w@a-0zB< () @)=

E€[t—brt—b+u,] EE[t—b5,t=bs+py]

= {zoria e [l " ().

O
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TEOREMA 319. Fie f o intdrziere invariantd in timp. Dacd Yu € S, f (u) N

1Orspgp,6 N ENTIR,
;} Hr "(u) # 0, atunci intdrzierea relativ inertiald indusd de f, f N f”r He01

e invariantd in timp.

NPT St At . A
DEMONSTRATIE. Functia fN f“r #5%7 ¢ o intarziere, deoarece e inclusd in f

si e nevidd. Ea e si invariantd in timp ca intersectie a doud sisteme invariante in
timp. O
TEOREMA 320. Fie numerele 0 < p, < 6,, 0 < py < Oy.
a) fup N f”“ PHO0F oste invariant in timp.

b) fup N f#” PR oste quto-dual dacd §i numai dacd ji, = g, 6, = 6.

DEMONSTRAIIE a) Din Teorema 252, fyp e invariantd in timp gi Yu € S,

NPT
fUD( )mfﬂr g0 f
WOrstts 0 . . . . . -
fupn f”r "R egte intersectia a doud sisteme invariante in timp.
b) Doar dacda

RONTFR RPNTFR] RNTFR 30 sy
fUDﬂf”T e f*(fUDﬂf”T PPy = fEpn(fry ) = fupNfg) Sobr®

si se demonstreaza ca acest lucru e adevarat doar dacd p, = piy, 6, = 6. O

(u) # 0 are loc deoarece functia constantd apartine intersectiei.

12. Intarzieri Zeno
Mo Orspty 6 f

TEOREMA 321. Conditia necesard si suficientd pentru ca fry sd nu fie
Zeno este ca Of > Oy — fiy, 6y > O0f — .
oy ,0
DEMONSTRATIE. Necesitatea Presupunem prin absurd ci f#” B9 1 este

Zeno si 6f < 0 — i, Fie u = Xx(_ o) pentru care

m U(é) - ﬂ X(=o0,0) (g) = X(foo,(srf,ur)(t):

EE[t—br,t—brtp,] EE[t—=brt—br+p,]
ﬂ u§) = m X[0,00) (€) = X5 7.,00) (£)-
Eeft—=b7,t=b65+ny] EE[t—67,t—67+p,]

. . . . WOrsbiyp 6
Oricare ar fi € > 0 avem existenta lui ¢’ € (O €) sl &= X(s,_cr5,) € f“r K10 ()

H Hy,6
contradictie cu ipoteza care afirmi ca fgp} Orotty 01

MO 6 f

nu este Zeno. Cealaltd pre-

supunere cd fp}
Suficienta Avem

nu este Zeno, dar 6, < ¢ — pg, dé o contradictie similara.

rodrotps6 O =8ptpibr—8ptiy o8y —8rtp,6r—8ptpy
]l;] Ky fof H f Nfc Af[/ H f Nj7
unde prima incluziune decurge din Teorema 309, in timp ce a doua, din aceea c&
[tt+0F —O0r 4 p,] D[ttt +0F —0p 4 pu,), [t 6+, =65 +pug] D[t t+06 =65+ puyp).
Afirmatia e o consecintd a Teoremei 307. O

My, Mg

5 ‘ )
COROLAR 10. Nu ewistd intdrzieri Zeno f C fr} " dacd si numai dacd

5f>(5 — Uy, Op >6ffuf
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13. Studiul unei intarzieri deterministe

TEOREMA 322. Fie 0 < m, < d,, 0 < my < dy astfel incit dy > d, — m,,
d, > dy —my sunt adevdrate. Ecuatiile

(13.1) 2(t—0)-z(t)=z(t—0)- N u(é),

EE[t—d, t—dr+m,)

(13.2) a(t—0)-z(t) = z(t — 0) - N u(€)

ﬁe[t—df,t—df-‘r?nf]

satisfac urmdtoarele proprietati:

a) compatibilitatea cu conditiile initiale: Yu € S,Vax € S, dacd x satisface
(18.1), (13.2), atunci x(—oco 4+ 0) = u(—o0 + 0) §i existd to € R asa incdt, pentru
orice t < to, avem

(13.3) z(t—0) z(t) =zt —0) - N w(€) =0,
get—dp,t—dr+m.]
(13.4) z(t—0)-z(t) = z(t —0)- ﬂ w(e) =

E€ft—ds,t—dy+my]

b) (13.1), (18.2) definesc un sistem determinist f;
¢) compatibilitatea sistemului cu conditiile finale: f e o intarziere gi Yu € S,
existd t; € R a§a incat Yt > t1 avem indeplinite (13.3), (158.4);

d) f C mT, rf df

6) f C df —d, +mr,d —df—i-mf

f) f C m'r‘7d7“7mf dy

g9 f este znvam'ant in timp;

h) f este auto-dual dacd si numai dacd d. = dy §im, =my;

i) [ este neanticipativ in sensul Definitiilor 68 si 65, punctele v),...,ix).

DEMONSTRATIE. a) Fie u € S,x € S arbitrare pentru care exista t{,, tg €eRsi
A p € B asa Incat Tj(—oo,ty) = 1 Up(_oo 4 = A. Asadar, existd tg < min{t{),tg +

dy —my,to 4+ dy —my} astfel incat (13. 1) (13.2) devin pentru t < to
Bep=T7"A
=g A

Obtinem p = A.

b) Pentru orice u € S, din a) gtim c# existd to € R astfel incat pentru ¢ < tg
solutia e unic# si e datd de z(t) = u(—oo + 0). Presupunerea ci (13.1), (13.2) nu
definesc un sistem inseamnd existenta lui t; > to astfel incat existd cel putin o
solutie x pentru ¢ < t1 i in ¢; nu existd nici o solutie. Fie z(t1 — 0) = 0, pentru
care (13.1) di

x(t1) = N u(§),
E€[tr—dy t1 —drtmy]
contradictie; dacd z(¢; —0) =1, (13.2) d&

x(tl) = m m7

E€fti—dy t1—ds+my]
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contradictie din nou cu presupunerea ci in ¢; nu existd solutie. Deoarece t; a fost
arbitrar, solutia x € f(u) existd gi deoarece u a fost arbitrar, f este un sistem.

Demonstratia unicitdtii e similard aceleia a existentei, diferenta fiind aceea
cd presupunerea 'in t; nu existd solutie’ e inlocuitd de ’in ¢; existd doud solutii
x(tl) = O,JI(tl) =1

¢) Fix#m un uw € S, arbitrar gi presupunem ci It; € R,Vt > t1,u(t) = 1.
Deoarece Vt > t1+d,, N u(€) = 1si N u(€) = 0, obtinem

Ce[t—dy t—dr+m,) Eeft—dy t—dy+my]

ci solutia unicd a lui (13.1), (13.2) satisface V¢ > t;+d,., x(t) = 1. Situatia e similari
pentru 3t; € R,Vt > ti,u(t) = 0, cand Vt > t; + dy, x(t) = 0. Concluziondm ci
Vt > t; + max{d,, ds}, sunt adevirate proprietatile (13.3), (13.4).

d) Din (13.1), (13.2) deducem

N u(f),

EElt—dr t—dr+my)

z(t—0)-x(t) < N u(§).

e [t—df ,t—df +mf]

z(t—0) - z(t)

IN

e) Tinem cont de punctul d), CCpp si aplicim Teorema 309.
f) Presupunem prin reducere la absurd ci existd t € R gl u € S astfel incat

u(§) =1 gl xz(t) = 0; din (13.1) obtinem z(¢t — 0) = 0. Asadar x(t —
EE[tfdr,tde%»mr]

0) = 1 i, pe de alti parte, deoarece N u(§) =0 (din CCpp), ecuatia
_ eft—dy t—ds+my]
(13.2) dd z(t) = 0, deci z(t) = 1, contradictie. Cu alte cuvinte N u(§) <
E€[t—dr t—dr+my)
z(t). Inegalitatea x(t) < U u(&) se demonstreazi in mod similar.

EE[t—df,t—df-‘r’an]
g) Fie u € S,d € R arbitrare si inlocuim x,u in (13.1), (13.2) cu y,u o 7. Din
prima ecuatie avem urmétoarele proprietati echivalente:

y(t=0)-y(t) =y(t - 0)- N (wot?)(&);

c€lt—dy t—drt+my]

yE—0) -y =yt—0- () uE-ad:

Ce[t—dr t—dr+my)

0 =g () )
E4de[t—d, t—dy+m,]
y(t—0)-y(t) = y(t —0)- N u(€);

(eft—d—dy t—d—dr+my)

(13.5) yt+d—0)-ylt+d) =y({t+d—0)- m w(f),
Eelt—dr t—dr+my)

iar din a doua ecuatie respectiv

(13.6) yit+d—0) y(t+d) =yt+d—0)- N u(f).
§€lt—dy t—dp+my]
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In acest moment comparam (13.1), (13.2) cu (13.5), (13.6), sisteme deterministe.
Deducem faptul cd y(¢t + d) = x(t), i.e.
y(t) = z(t —d) = (xoT)(t).
h) Vu € S, f*(u) = f(@) = f(u), unde = = f(u), implicd faptul ci (13.1), (13.2)
si
W0 et =20 () ule),
Eeft—ds,t—dy+my]
a(t—0)-z(t) = z(t —0)- N u(€)
E€lt—dy t—dr+my)
au aceeagi solutie. Alegem u = XJo,5): unde 6 > max{m,, my} pentru care solutiile
unice ale celor doud sisteme sunt X4, siq;) Sl X[d; 6+4,)- Asadar d, = dy. Pre-
supunem prin absurd c& m, # my si alegem de exemplu s& avem m, < my, de
unde ¢ € (m,,my); in aceastd situatie solutiile unice ale celor doud sisteme devin
X(d,,5+ds) 51 0; contradictie. Presupunerea cd m, > my di gi ea o contradictie. Am
demonstrat cd m, = my.

i) Ardtdm neanticipativitatea in sensul Definitiei 63. Dacs x e constant, atunci
sistemul este neanticipativ. Deci presupunem cd x e variabil si aceasta implicd
faptul cd w e si el variabil. Fie d € R astfel incat d = min{t|u(t — 0) # wu(t)} si
ludm, de exemplu, u(—o0 +0) = 0. Atunci, pentru ci u(t) < x(4,00)(t), putem scrie

m u(§) < m X[d,00) (§) = X(d+d,.,0) ()

¢€t—d, t—d+m,] ¢€t—d, t—dr+m,]
si, din (13.1), deducem c&
(t = 0)-2(t) = x(t = 0)- N u(§) < N (&) < X{drtd,.o0) (1),
Celt—dr,t—dr+my) E€[t—dy t—dr+my)
unde a) a implicat z(—oo + 0) = 0. Aceste observatii aratd ci
min{t|u(t — 0) Z u(t)} =d < d+d, < min{t|z(t — 0) # x(¢)}.

Situatia u(—oo+0) = 1 se trateazi in mod similar. Prin urmare f este neanticipativ.
O

OBSERVATIE 132. Dacd in (13.1), (13.2) punem m, = my = 0, atunci CCgp
implicd d, = df = d si sistemul

x(t—0)-z(t) = x(t—0)- ult—d),
z(t—0)-z(t) = z({t—0) u(t—d)
coincide cu Iq, deoarece x(t) = u(t — d) este o solutie gi solutia e unicd.
TEOREMA 323. Fie numerele reale arbitrare 0 < m, < d,, 0 < my < dy care
satisfac d, —m, < dy, df—my < d,.. Urmdtoarele sisteme a),...,g) sunt echivalente,
in sensul cd pentru orice u € S, dacd x € S o satisface pe una dintre ele, atunci o
satisface pe oricare alta:

a)
2t = 0)-a(t) = x(t - 0)- N u(§),
feft—dy t—dr+my)
w(t—0)-w(t) = a(t - 0) N u(&);

§€[t—dys t—ds+my]
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b)
N we) <)< U u(f),
Ee(t—dy t—dr+m,] EE[t*df,t*dfﬁ*’ﬂLf]
w(t —0)-2(t) < N u(s),
E€(t—dy t—dr+m,]
a(t—0) - a(t) < N u®©:
E€lt—dy,t—ds+my)
¢)
u(§) < x(t),
E€[t—dp t—drtmy)
(&) < a(t),
eft—dy,t—dy+my]
N u(f) - N u(€) <zt = 0)-x(t) Uz(t —0) - 2(t);
feft—dr t—dr+my) eft—dy,t—ds+my]
d)
1,daca N u(§) =1
§E[t—drt—drt+ms]
z(t) = ¢ 0,daca N w@) =1 ;
eft—dy t—ds+my]
x(t —0),altfel
e)
x(t) = N u(§)Uz(t—0)- U u(§);
(eft—dr t—dr+my) E€ft—dy,t—ds+my]
f)
Da(t) =3E=0)- ()  w@uat-0)- ()  w©;
feft—dy t—dr+m,] Eelt—dy,t—ds+my)
9)
W0 2. () w@uxt-0) 3@ () WU
E€[t—dy t—dr+m,) E€ft—dy,t—ds+my]
GE0 A () w@Uat-0) e (] W=l
EE[t*dr,tferrmr] EE[t*df,t*dermf]

DEMONSTRATIE. Fie t € R si u € S arbitrare si fixate. In a),...,g), datoritd
satisfacerii lui CCpp, existd trei posibilitati:

i) N u(§) = U u(§) = 0;
Ceft—d, t—dr+m,] EE[t*df,t*dfﬁ*’ﬂLf]
ii) N u(€) =0, U u@) =1
Ee(t—dy t—dr+m,] EE[tfdf,tfdf%»mf]
iii) N u(§) = U u(§) = 1.
feft—d, t—dr+m,] Eeft—dy,t—dr+my]

Cazul i) Tinand cont de faptul ci

U u(€) = N u(@) =1,

E€ft—ds t—ds+my] E€[t—ds t—ds+my]




216 13. INTARZIERI RELATIV INERTIALE

a) este
x(t—0)-z(t) = 0,
z(t—0)-z(t) = z(t—0),

a cdrei unicd solutie e z(¢t) = 0. Prima cerintd din b) di z(¢) < 0, deci z(¢t) = 0.

A doua inegalitate c) arati c& 1 < x(t), adicd 2(t) = 0. d) si e) dau 2(t) = 0 de

asemenea. f) devine z(t — 0) @ x(t) = (¢t — 0), cu alte cuvinte z(t) = 0. Pentru ci
N u(§) =1, g) este in acest caz

geft—dy t—drt+m,]

z(t—=0)-z(@®)Ux(t—0) -z(t)=(x(t—-0)Uxz(t—0))- z(t) =z(t) =1,

ie. z(t) =0.
Celelalte doud cazuri sunt similare, cu z(t) = x(t—0) pentru Cazul i) si z(t) = 1
pentru Cazul iii). O

14. Studiul unei intarzieri deterministe, varianta

LeMA 3. Fied, > 0,dy >0 siu € S. Urmdtoarele formule sunt adevdrate:

N w@®=ut-0- |J Du®);

EE[t—d, 1) EE(t—dy,t)
N w@=ut-0)- |J Du(®).
£€[t—df,t) ﬁE(t—df,t)

DEMONSTRATIE. S& demonstrdm pe prima dintre aceste doud relatii si fie ¢
arbitrar, fixat. Avem:

m u(§) =1 <= u(t —0) = 1 si u_q, +) € constant <=
‘Ee[tfdrvt)
(aplicim continuitatea la dreapta a lui v in ¢t — d,.)

<= u(t —0) =1 8i uj4_q, ) € constant <=

—ut—0)=1s Ve (t—d,t),Dul§) =0 <=

eut-0)- |J Du) =1

Ee(t_dr)t)
Deoarece t a fost arbitrar, ecuatia e demonstrata. O
” . My, dyp,my,dys 6r,0 ¢ HoysOrspiy 65
. dOBS]gR;/ATI]% 1533. Ideea de a le inlocui pe fpp s Far s frr cu
Bh s far T frp ! are implicatii in modul de a intelege Teorema 322. De exzemplu,

intdrzierea din Teorema 323, f) ia forma

(14.1) Da(t)y=z(t—0)- () w@uat-0- () uld),

ge[t_dr)t) ge[t_d.ﬁt)

unde d, > 0,d; > 0. In versiunea auto-duald, cind d, = d; =d > 0 avem:

x(t—0)- m w(§)Uz(t—0)- m u(f) =

Eet—d,t) Eet—d,t)
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(aplicam acum Lema 3)

=2(t—0)-u(t—0)- U Du(§)Ua(t—0)-u(t—0)- |J Du(§)=

ce(t—d,t) £e(t—d,t)
=@t —0)-u(t—0)Ux(t—0)-ult—0)- | J Du() =
Ee(t—d,t)
=@(t-0eut-0) [J Du®),
Ee(t—d,t)

asa incdt ecuatia (14.1) devine

(14.2) Dx(t) = (z(t — 0) @ u(t — 0)) - U Du(€
ce(t—dyt)

Dupd cum am afirmat deja in Exemplul 61, sistemul (14.2) e neanticipativ in
sensul Definitiilor 63, 64 si cea de-a doua proprietate nu e in mod necesar adevdratd
pentru sistemul (13.1), (13.2).

Dacd )(—co,t) = (=00 +0) = u(—00+0) = U|(—cc,t,), atunci (14.2) e echiva-
lentd cu

(14.3) Dz(t) = (z(t—0)®u(t —0)) - U Du(¢ X[to+d, OO)( ).
c(t—d,t)






Partea 3

Aplicatii






CAPITOLUL 14

Ecuatiile circuitelor basculante bistabile ideale

1. Circuitul basculant bistabil ideal, ecuatia generala

TEOREMA 324. Urmdtoarele doud sisteme

z(t—0) 2(t) =zt —0) ut)
(1.1) { z(t—0) z(t) =z(t —0)-v(¢)
u(t) - v(t) =
1
(1.2) w(t) - ut) - o(t) Ua(t) - u(t) - v(t)U

U(z(t —0) - z(t) Uzt —0) - z(t)) - ut) - v(t) =1,
unde u,v,x € S §i T e necunoscuta sunt echivalente, i.e. au aceleasi solutii.

DEMONSTRATIE. Fie t € R arbitrar gi fixat. Avem urmétoarele posibilititi.
Cazul a) u(t) = 0,v(t) = 0. Trebuie si ardtdm echivalenta dintre

{m-w):0

x(t—0)-z(t)=0
i

z(t—0) - z(t) Uzt —0) z(t) =1,
ie. z(t —0) = x(t). Primul sistem e echivalent cu oricare dintre

x(t—0)-z(t)Uz(t—0)- x(t) =0,

Cazul b) u(t) = 0,v(t) = 1. Trebuie s ardtdm echivalenta dintre

{ z(t—0)-z(t) =
x(

t—0) z(t) =x(t—0)

0 = z(t—0)-z@)U(z(t—0)-z(t)®z(t—0))
= z({t—0)-z(t)Uz(t—0)-z(t) z(t—0)Uz(t—0)-z(t) - z(t —0)
= z(t—0)-z@)U(z(t—0)Ux(t)) x(t—0)
= z({t—-0)-2z(@)Uz(t—0) -2(t) = (x(t —0) Uz(t — 0)) - z(t) = z(t)
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Cazul ¢) u(t) = 1,v(t) = 0 Similar cu b), se aratd ci

{W ()=i 0)

(t=0)-x(t)
e echivalent cu z(t) = 1.
O alta linie a demonstratiei consta in:
- a da lui u(t),v(t) toate valorile posibile si a observa de fiecare datd ci (1.1)
si (1.2) au aceleasi solutii z(t — 0) = x(¢)

w(t) - u(t) - o(t) Ua(t) - ult) -o(t) Uu(t) - o(t) = 1,
pentru un to € R gi ¢t < to (vezi Tabela 1);

u(t) () x=(t)
0 0 01
0 1 0
1 0 1

Tabela 1

- adalui u(t),v(t), z(t —0) toate valorile posibile si a observa ci de fiecare dati
pentru t > tg, (1.1), (1.2) au aceleasi solutii z(t) (vezi Tabela 2).

u(t) v(t) =(t—0) =(t)

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
Tabela 2

0

DEFINITIE 122. Fcuatiile (1.1), (1.2) se numesc ecuatiile circuitului bas-

culant bistabil ideal, pe scurt ecuatiile bistabilului ideal. Sistemul fpr: U —
P(5),

U = {(u(t),v(t))|u,v € S u(t) - v(t) = 0},
definit prin oricare dintre ele e numit bistabilul ideal in timp ce ecuatia
u(t) - v(t) =0
e numitd conditia de admisibilitate a intrdrilor.

OBSERVATIE 134. E interesant de comparat ecuatia bistabilului ideal fgr (1.1)
g1 sistemul determinist f descris prin (13.1), (13.2), Capitolul 13. Conditia de
admisibilitate a intrdrilor pentru f

N u®- N w®=

eft—dy t—dr+m,] €(t—dy,t—ds+my]
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este o proprietate echivalentd cu [t — dy,t —d, +my] N[t —ds, t —dy +mg] #0 si
cu CCpp. Faptul cd Yu € S,3ty € R,V < t,

N w©=u(-c+0), [) w@=ul-+0)

Ee[tidTWtidTerT] Ee[tfdfvtfdf“"mf]

il face pe f sd fie determinist, spre deosebire de fgy.
TEOREMA 325. Functia stare initiald o lui fpy este definitd prin
B, daci u(—oo +0) = v(—o00 +0) =0
¢o: U — P*(B),V(u,v) € U, ¢g(u,v) = ¢ 0,dacd u(—oco+0) =0,v(—c0+0) =1
1,daca u(—oo+0) = 1,v(—c0+0) =0

DEMONSTRATIE. Pentru orice (u,v) € U, existd to € R astfel incat u)(_o ¢,)
u(—=0040), Vj(—00,to) = V(—00+0) i V¢ < to suntem intr-unul din cazurile a), b), c

~

b

~—

ale Teoremei 324. In cazul a) obtinem () € B constant, deoarece z(t — 0) = z(t
in cazul b), x(t) = 0 in timp ce in cazul c), z(t) = 1 (vezi Tabela 1).

O

TEOREMA 326. Sistemul fgr este finit si are urmdtoarele proprietati.

a) Dacd uw=v =0, atunci fpr(u,v) ={0,1}.

b) Dacd u(—oo + 0) = v(—oc0 4+ 0) = 0, dar It € R, u(t) Uov(t) = 1, atunci
fer(u,v) ={a',2"} i cele doud stari x',x" satisfac

’ . 1" . ’ o 1"
Tl(=o0,t0) = 0 Tl(=o0,t0) = 15 Tfto,00) = Tlfto,00):
unde s-a notat to = min supp(u U v).

¢) Pentru u(—oo + 0) Uv(—oo 4+ 0) =1, fpr(u,v) are exact un element.

DEMONSTRATIE. a) Dupi cum a rezultat din demonstratia Teoremei 324, ecu-
atia bistabilului ideal este in cazul a) x(t — 0) = x(t) si are solutiile constante
0,1.

b) Ecuatia x(t — 0) = (t),¢ < to are solutiile 2/, 2" care satisfac @ __ , ) =
0, ac/‘l(fooyto) = 1. In acest moment presupunem ci u(tg) = 0,v(tg) = 1, ceea ce face
ca (1.2) si devind

a'(to) = 2" (to) = 0,
cu implicatia c& Vt > tg, 2’ (t) = 2 (t). Situatia e similara pentru u(tg) = 1, v(tp) = 0
st a'(to) =" (tg) = 1.

¢) Pentru u(—oo + 0) Uv(—oc0 4+ 0) = 1, Teorema 325 implicd unicitatea valorii

x(—o0 + 0) pentru toti € fpr(u,v), de unde unicitatea lui x. O

TEOREMA 327. Sistemul fpr este invariant in timp.

DEMONSTRATIE. Fie d € R si u,v € S arbitrare, fixate si sistemul

z(t—d—-0)-z(t—d)=z(t—d—0) ult—d)
(1.3) zt—d—0)-z(t—d)=z{t—d—0)-v(t—d)
u(t—d)-v(t—d)=0

Prin compararea lui (1.1) cu (1.3) putem vedea ci Vo € fpr(u,v), avem z o 7% €
fer(uord vor?). Cu alte cuvinte este adevirati incluziunea

{1’ o Td|$ € fB](U,’U)} C fB](U o Td,v OTd)

Incluziunea inversa are loc i ea. O
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TEOREMA 328. Bistabilul ideal este meanticipativ in sensul Definitiilor 63 i
65, punctele v),...,iz).

DEMONSTRATIE. Ar#tdm neanticipativitatea in sensul Definitiei 63.

Prima posibilitate este ca u = v = 0. In acest caz = e constant si fpr e
neanticipativ.

Cea de-a doua posibilitate este: Ity € R,t9 = min supp(u U v), cu impli-
catia ci T|(_oo,,) € constant. Asadar min suppDu U suppDv = to si una dintre
solutii comutd in tg, cealaltd nu comutd, iar proprietatea de neanticipativitate este
satisfadcutd din nou.

A treia posibilitate este ca u(—oo+0) Uv(—oo+0) = 1 si solutia x € fpr(u,v)
e unicd. Daci u, v sunt constante, atunci x este constant si fp; e neanticipativ. In
caz contrar, anume cand existd tg = min suppDuUsuppDv, avem doud posibilitati:
ca x si comute sau nu in tg, proprietatea de neanticipativitate fiind satisfacutd de
fiecare data.

Sd ar#itim acum neanticipativitatea in sensul Definitiei 65, v). Fie 3 € R,
(u,v), (u',v") € U arbitrare si fixate, astfel incat w)_o ¢, = uT(—oo,to]vUI(—oato] =
UI/(—oo,to]' Datoritd finitudinii lui fp;, Teorema 325 aratd existenta unui t; € R
cu proprietatea ¢ {T|(—oot,]l* € fBI(U,0)} = {Y|(—o0,tn)ly € [BI(W,V)}, le.
este acela cu Vo € fpr(u,v), T)(—oot,) = (—00 4+ 0),Vy € fr(v,v"),y|(=cc,ty] =
y(—oo+0). Dacd t; > tg neanticipativitatea are loc, in timp ce daci t; < tg, atunci
ea e o consecintd a definitiei functiei (u(t),v(t),z(t —0)) — =(t) din Tabela 2 gi
care se aplicd de un numdr finit de ori in punctele multimii ¢ € (¢1, o] N (suppDu U
suppDv). O

TEOREMA 329. Sistemul fgr satisface proprietatea de surjectivitate
Vo € S,3(u,v) € U,z € fpr(u,v).

DEMONSTRATIE. Pentru orice x € S, este suficient si alegem v = x gi v = T,
deoarece in acest caz (1.2) devine xt UT = 1. O

TrEOREMA 330. Sistemul fgr este relativ stabil cu timp final mdrginit:
Y(u,v) €U N Séz),Eltf € R,Vz € fpr(u,v), I € B, 2| 00) = pt-

DEMONSTRATIE. Presupunem cd pentru (u,v) € U arbitrar, existd t; € R si
A1, A2 € B astfel incat uj; o0y = A1, V)[t;,00) = A2 i.e. pentru t > ty, (1.1) devine

x(t—0)-
z(t—0)-z(t) = z(t —0) - X
A1-A2 =0

Pentru orice z € fpr(u,v), avem: dacd \; = A2 = 0, atunci o|;, o) = 2(t;—0); dacd
A1 =0, A2 = 1, atunci 24, o) = 0, iar cand Ay = 1, A2 = 0, atunci 2|, o) = 1. U

z(t) =zt —0)- N\
(t

2. Elementul C

Oricare dintre urmétoarele afirmatii echivalente

(2.1) { z(t—0) - z(t) = z(t — 0) - u(t) - v(t)

x(t—0) -2(t) =x(t —0) - u(t) - v(t)
i
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FIGURA 2. Simbolurile elementului C

(2.2) w(t) - ult) - v(t) V() - u(t) - (U
U(a(t = 0) - 2() Ua(t = 0) - (1) - (ult) - v(t) Uult) - v(t)) = 1

sunt numite ecuatiile elementului C (al lui Muller), unde u, v, z sunt semnale,
primele dou# numite intrari si ultima — stare. Ecuatiile (2.1), (2.2) sunt acelea ale
unui bistabil (1.1), (1.2), in care u(t) e inlocuit prin u(¢)-v(t), iar v(¢) e inlocuit prin
u(t) - v(t). Se observi indeplinirea conditiei de admisibilitate a intririlor. Studiul
lui (2.2) dd: z(t) este 1 dacd u(t) = v(t) = 1, x(t) este 0 dacd u(t) = v(t) = 0
si x(t) = x(t — 0), x(t) pastreazd valoarea anterioard, in rest. Forma generald a
ecuatiilor (2.1), (2.2) pentru m intriri ug, ..., u,, este

2t —0)-z(t) =zt —0) ur(t) .- tup(t)
z(t) - ur(t) o um () U x_t) ur(t) - o um(t)
U(z(t —0) - z(t) Uz(t —0) - x(t)) cur(t) o U (8) - (ul(t) U...Uup(t)) = 1.

{x(t—O)-w(t)—w(t— % ua(t) - oo - um(t)

3. Elemente C asimetrice

In [24], circuitul din Figura 1 e numit elementul C simetric si se prezints el-
ementele C asimetrice din Figurile 3, 5, impreund cu simbolurile lor din Figurile
4 51 6. In primul caz ecuatiile echivalente sunt
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F1curaA 3. Element C asimetric

C X

+

FiGURrA 4. Simbolul circuitului din Figura 3

I X
b

Ficura 5. Element C asimetric
R

C A
2|

FicgurA 6. Simbolul circuitului din Figura 5

3.1) { a(t —0)-2(t) = 2(t —0) - u(t) - v(t)

(3.2) x(t) - u(t) - v(t) Uz(t) - v(t)
U(z(t — 0) ~EUx(t—0) - x(t)) 'Wm(t) =1
iar in al doilea caz ele sunt date de

(3.4) { 2(t —0) - z(t) = z(t —0) - v(1)

z(t—0)-z(t) =zt —0) ut) -v(t) ’
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FI1GUuRrA 7. Bistabilul asincron RS

(3.5) () - v(t) U(t) - ult) - v(b)

t
U(a(t = 0) - z(t) Ut = 0) - z(1)) - u(t) -

4. Elementul C-OR
In [26] se indicd urmatorul bistabil, numit COR22:

(4.1) { 2(t—0) - x(t) = x(t—0) - (u(t) - v(t) Uy(t) - 2(1))

o(t) =1.

w(t—0) - 2(t) = a(t —0) - u(t) - o(t) - y(t) - 2(t)
sau, echivalent,
(4.2) 2(t) - (u(t) - v(t) Uy(t) - 2(t) Ua(t) - (u(t) Uo(t) Uy(t) U 2(1))
U(a(t = 0)-a(t) Uz (t—0)-a(t)) - (u(t) - v(t) Uy(D) - (1) (u(t) Uv(t) Uy () Uz(t)) = 1.

In aceste ecuatii intrarile sunt u, v, y, z, iar = este starea. Putem vedea ci in (1.1),
u(t) a fost inlocuit de u(t) - v(t) Uy(t) - 2(¢), in timp ce v(t) a fost inlocuit de
u(t) - v(t) - y(t) - 2(t) = u(t) Uv(t) Uy(t) U z(t) si conditia de admisibilitate

(u(t) - v(t) Uy(t) - 2(t)) - u(t) - ot) - y(B) - 2(6) = 0
e indeplinitd. Lucrarea [26] nu prezintd simbolul acestui circuit.
5. Bistabilul asincron RS

Ecuatiile bistabilului asincron RS sunt date de

{ Qt—0)- Q) = Q(t—0)-5(t)

(5.1) Qt—0)-Qt) =Q(t 0)-R(t)7
R(t)-5(t) =

ﬁ’ill

sau, echivalent, de
(5.2) Q(t) - R(t) - S() U Q(t) - R(t) - S(t)
UQ(t—0)- Q) UQ(t—0) - Q(t)) - R(t) - S(t) = 1.

In (5.1), (5.2) R, S,Q sunt semnale. Semnalele R, S sunt intririle (cu numele in
englezi de reset gi set) iar () este starea, necunoscuta in raport cu care se re-
zolvi ecuatiile. Eceste ecuatii concid cu (1.1) si (1.2), doar notatiile sunt diferite gi
traditionale. Regasim, raportat la cele dou& ecuatii, lucruri care au fost deja dis-
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FIGuraA 8. Simbolul bistabilului asincron RS

S

21

Ficura 9. Bistabilul sincron RS

cutate in Sectiunea 1 la bistabilul asincron RS: Q(¢t) = 1 dacd R(t) = 0,5(¢) = 1;
Q(t) = 0 dacd R(t) = 1,5(t) = 0; si Q(¢t) = Q(t — 0),Q pistreazd valoarea ante-
rioard dacid R(t) =0,S5(¢t) =0.

6. Bistabilul sincron RS

Afirmatiile echivalente

Q(t—0)-Q() =Q(t—0)-5(t)-C(t)
(6.1) Q(t—0)-Q) =Q(—-0)-R(t)-C(t) ,
R(t)-S(t)-C(t)=0
i

C(t) - (Q(t) - R(t) - S(t) U Q(t) - R(t) - S(t)

(6.2) UQ(t—0)- Q) UQ(t—0)- Q1) - R(t) - S(2))
uC(t) - (Qt-0)- Q) UQRE-0)- Q) =1

se numesc ecuatiile bistabilului sincron RS, unde R, S, C,  sunt semnale. Din-
tre acestea R,S,C sunt intrdrile numite reset, set gi ceas (sau tact; in englezi
clock), iar @ e starea. Ecuatiile (6.1), (6.2) rezultd dupi calcule elementare din
(1.1) si (1.2), in care u(t) = S(t) - C(t), v(t) = R(t) - C(t). Bistabilul sincron
RS se comporté ca un bistabil asincron RS atunci cand C(t) = 1, iar atunci cand
C(t) = 0, starea sa e mentinutd constantd Q(t) = Q(t — 0).
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Frcura 10. Simbolul bistabilului sincron RS
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Ficura 11. Bistabilul sincron D

FIrcura 12. Simbolul bistabilului sincron D

7. Bistabilul sincron D

Oricare dintre urmétoarele afirmatii echivalente

(7.1) { Qt—0)-Qt) =Q(t—0)- D(t) - C(t)

Qt—0)-Q(t) =Q(t—0)-D(t)-C(t)

si respectiv

(7.2) C()-(Q()-D()UQ()- D) UC(H) - (Q(t —0)-QE)UQ(E—0)- Q) =1

se numesc ecuatiile bistabilului sincron D, unde D, C, @ sunt semnale numite
la randul lor intrarea de date D, ceasul C si starea ). Pe de o parte, din (7.1) se
observi satisfacerea conditiei de admisibilitate a intririlor. Pe de altd parte, (7.1),
(7.2) se obtin din ecuatiile bistabilului sincron RS (6.1), (6.2), punand R =S - C si
folosind notatia traditionald D pentru intrarea de date, in loc de S. Atunci cand
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FigurA 13. Bistabilul st d&pan-sclav RS
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FicuraA 14. Circuite echivalente

C(t) = 1, bistabilul face ca Q(t) = D(t), in timp ce atunci cand C(t) = 0, Q e
constant.

8. Bistabilul stapan-sclav RS

Fiecare dintre afirmatiile echivalente

P(t—0)-P(t)=P{t—0)-S(t)-C(t)
P(t—0)-P(t) = P(t—0)- R(t) - C(t)
(8.1) R(t)-S(t)-C(t) =0
QEt—0)-Q1)=Q(t—-0)-P(t)-C(t)
Q(t—0)-Qt) =Q(t—0) P(t)-C(t)

si respectiv
C(t)- (Q(—0)- Q) UQ(t—0)- Q) - (P(t) - R(t) - S(t)
(8.2) UP(t) - R(t) - S(t) U (P(t —0) - P(t) U P(t —0) - P(t)) - R(t) - S(¢))
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FicUurA 15. Simbolul bistabilului stdpan-sclav RS

uC(t) - (Q(t) - P(t —0) - P(t) UQ(t) - P(t —0) - P(t)) =1,

se numeste ecuatia bistabilului stipan-sclav RS (in limba engleza stipan-sclav
se spune master-slave, iar bistabilele master-slave se numesc flip-flopuri, in par-
ticular bistabilul stdpan-sclav RS poartd numele de edge triggered RS flip-flop).
In ecuatiile acestui bistabil R, S, C, P,Q sunt semnale: intrarile numite reset R,
set S gi ceas C si stirile numite starea viitoare P si starea prezentd Q. In
(8.1), (8.2) semnalele R, S,C, P si P,C, Q satisfac ecuatiile unui bistabil sincron RS
si a unui bistabil sincron D (vezi Figura 14), in timp ce (8.2) reprezintd produsul
termen cu termen a lui (6.2) cu (7.2), scrise cu aceste variabile. Cele doud bistabile
sunt numite stapan primul si sclav cel de-al doilea.

Analiza acestui circuit porneste de la (8.2). Avem

Cazul 1 3t,C(t) = 1. Deoarece Q(t) = Q(t —0), ¢ este un punct de continuitate
pentru Q.

Cazul 2 3t,C(t) = 0. Obtinem
(8.3) Q(t) = P(t) = P(t - 0).

Cazul 2.1 C(t —0) = 1. Luand limita la stanga in (8.2), rezultd

(8.4) P(t—0)-R(t — 0)-S(t—0)UP(t — 0)-R(t—0)-S(t — O)UR(t — 0)-S(t —0) = 1,

de unde

P(t—0),daca R(t—0)=0,S(t—-0)=0
(8.5) Q) = 1,daca R(t —0)=10,5(t—0) =1
0,daca R(t—0)=1,S(t—-0)=0
Cazul 2.2 C(t —0) = 0. Lu&m limita la stanga in (8.2), de unde
Q(t—0)=P(t—-0).
Dac# tinem cont de (8.3), t este un punct de continuitate pentru Q.
Concluziondm c& singurele momente de timp ¢ cadnd @ are posibilitatea s&
comute sunt acelea cand C(t —0)-C(t) = 1. Acesta este aga-numitul ’front cizdtor’

al ceasului care face ca circuitul analizat s fie numit ’edge triggered’ adicd actionat
pe frontul (cizitor al) lui C.

9. Bistabil stipan-sclav D

Conditiile echivalente:

P(t—0)- P(t) = P(t—0) - D(t)- C(t)

01) P(t—0)-P(t) = P(t—0) - D(1) - C(¢)

' Qt—0)-Qt)=Qt-0)-P@t)-C(t) ’
Q(t—0)-Q()=Q(t—0) P(t)-C(t)
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FicUurA 17. Simbolul bistabilului stdpan-sclav D

si respectiv

(9-2) Ct)-(Q(t—0)- Q) UQ(t—0)- Q1)) - (P(t) - D(t) U P(t) - D(t))
uC(t) - (Q(t) - P(t—0)- P)UQ(t) - P(t = 0)- P(t)) =1

se numesc ecuatiile bistabilului stipan-sclav D, unde D, C, P, () sunt semnale:

intrarea de date D, intrarea ceas C, starea viitoare P si starea prezenta

Q. Se vede ci ecuatiile bistabilului stdpan-sclav D reprezintd cazul particular al

ecuatiilor bistabilului stdpéan-sclav RS cand R = S-C si S a fost notat cu D.

Bistabilul are starea prezentd () constantd, cu exceptia momentelor de timp cand
C(t—0)-C(t) = 1; atunci (8.4) devine

P(t—0)-Dt—-0)UP{t—0)-D(t—0)=1,
ie. P(t—0)=D(t—0) si (8.5) ia forma

P(t—0),daci D(t—0) =0,D(t —0) =0

(9.3) Q(t) = 1,daca Dt —0)=0,D(t—0)=1 =

0,daci D(t—0) = 1,D(t —0) =0

[ l,daca D(t—0) =1
"1 0,daca D(t—0)=0

= D(t - 0).
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FigurA 18. Bistabilul stdpan-sclav JK

10. Bistabilul stidpan-sclav JK

Afirmatiile echivalente:

P(i—0) P(t) = PE—0)- J(t) - Q1) - C(1
10.) P(t—0) - P(0) = P(t—0)- K(1)- Q(t) - C(1)
Q(t=0)-Q@t) =Q(t - 0)- P(t) - C(t)
Q(t—0)-Q(t) = Q(t — 0) - P(¢) - (1)
S1

C(t) - (QE=0)- Q) UQ(t —0) - Q(1)) - (P(t) - (1) - Q(t) UP(L) - K (¢) - Q1)

(10.2) U(P(t = 0)- P() UP(t = 0)- P(t)) - (J(t) - K(t) UJ () - Q(1) UK (L) - Q(1)))

UC(t) - (Q(t) - P(t—0)- P(H)UQ(t) - P(t—0)- P(t)) =1

se numesc ecuatiile bistabilului stdpan-sclav JK, unde J, K, C, P, () sunt sem-
nale. Intrarile acestui bistabil sunt J, K si ceasul C, iar starile sunt P si (). Primele
doud ecuatii ale lui (10.1) (corespunzitoare bistabilului stdpéan) coincid cu primele
doud ecuatii ale bistabilului stdpan-sclav RS, in care S(t) = J(t) - Q(t), R(t) =
K(t) - Q(t), iar ultimele dou# ecuatii ale lui (10.1) (corespunzitoare bistabilului
sclav) coincid cu ultimele doud ecuatii ale bistabilului stdpan-sclav RS. Observim
cd, o datd in plus, conditiile de admisibilitate ale intrarilor bistabilelor stapan si
sclav sunt satisfdcute. Prin compararea lui (10.2) cu (8.2) rezultd aseminarea din-
tre bistabilul JK cu bistabilul stidpan-sclav RS. De exemplu @ 1gi schimbi valoarea
doar atunci cand C(t —0) - C(t) = 1.

Prezentdm acum o diferentd fatd de bistabilul stdpan-sclav RS si fie t1 < o
dou# numere pentru care V¢ € [t1,t2), C(t) = 1. Deoarece in (10.2)

Vi € [t1,12),Q(t) = Q(t — 0) = Q(t1 — 0),
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FicURrA 19. Simbolul bistabilului stdpan-sclav JK

avem doud posibilitdti: Q(t1 — 0) = 0 si Q(¢; — 0) = 1. Ecuatiile
P(t)-Jt)U(P({t—0)-P(t)UP(t—0)-P(t)-J(t) =1,
Pt)-K@t)U(P(t—0)-Pt)UPt—0)-P(t)) - K(t)=1

obtinute in cele doud situatii aratd ci in intervalul [¢1,%5), P comutd cel mult o

datd: dela 0la 1 in primul caz (daci J(t) = 1) si de la 1 1a 0 in al doilea caz (daci

K(t)=1).

S4 ludim acum in ecuatiile bistabilului stdpan-sclav D, D(t) = J(t)-Q(t) UK(t)-
Q(t). In urma folosirii faptului ci

(Q(t—0)- Q) UQ(t—0)-Q(t)) - P(t) - (J() - K(t) UJ (1) - Q(2)

( )
=(Q-0)-Q)UQ(t-0)-Q)) - P(t)- (J(t) - Q(t)

obtinem egalitatea

C(t) - (Q(t —0)- Q) UQ(t —0) - Q(t)) - (P(t) - J(t) - Qt) U P(t) - K(t) - Q(t)U

(10.3) UP(t) - J(t) - Q(t) U P(t) - K(t) - Q(¢))U

uC(t)- (Q(t)- P(t—0)- Pt)uQ(t) - P(t—0)- P(t)) = 1.
Ecuatiile (10.2) si (10.3) au asem#niri si, uneori, ecuatia bistabilului stdpan-sclav
JK e consideratd a fi (10.3).

11. Bistabilul stapan-sclav T

Urmitoarele afirmatii echivalente:

P(t—0)-P()=P{—0)-Q(1)- C(1)
(L) P(t—0) - P(t) = P(t=0)- Q(t) - C(t)
Qt—0)-Qt)=Q(Et—0)-Pt)-Ct) ’
Q(t—0) Q) =Q(t—0)-P(t)- C(t)
respectiv
(11.2) C(1)- (Q(t—0)-Q(t) - P() UQ(t—0) - Q(t) - P(t))

uC(t) - (Q(t) - P(t—0)- P)UQ(t) - P(t = 0)- P(t)) =1
se numesc ecuatiile bistabilului stidpan-sclav T, unde C, P,Q sunt semnale:
intrarea ceas, starea viitoare si starea prezenti. Conditiile de admisibilitate
ale intrarilor sunt indeplinite pentru primele doud si pentru ultimele dou& ecuatii de
la (11.1) (bistabilul stdpan i bistabilul sclav). Ecuatiile bistabilului stdpan-sclav
T reprezintd urmé&toarele cazuri particulare: in ecuatiile bistabilului stdpan-sclav
RS, S(t) = Q(t),R(t) = Q(t); in ecuatiile bistabilului stdpan-sclav D, D(t) =
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Ficura 21. Simbolul bistabilului stdpan-sclav T
Q(t); in ecuatiile bistabilului stdpan-sclav JK (oricare dintre (10.2), (10.3)) J(t) =
1L,K(t)=1.
S considerdm acum ecuatia (9.3) care ne aratd pentru D(t) = Q(t) c& C(t —
0) - C(t) =1 implica

Q) =D(t—0) = Q(t—-0),
i.e. pe fiecare front cézitor al intrarii ceas, starea prezentad () a bistabilului comuts

(in limba englezi 'toggles’) in valoarea sa complementard, in timp ce pentru restul
momentelor de timp () r&mane constant.






CAPITOLUL 15

Cateva aplicatii ale bistabilelor

1. Registru de deplasare cu doi biti cu intrare seriala si iesire paralela

Circuitul este acela din Figura 1.
Presupunem existenta sirului ¢ty < ¢; < t3 < ... cu proprietatea cid

C(t) = X[to,tl)(t) D X[t2,t3)(t) @ X[t4,t5)(t) D ...

In ecuatiile

C(t)-(Q(t—0)- Q) UQ(t—0)- Q) - (P(t) - D(t) U P(t) - D(t))
uC(t) - (Q(t) - P(t—0)- P()UQ(t) - P(t = 0) - P(t)) =1
Ct)- (Q—-0)-Q)UQ({t—0)-Q () (P'(t)- D'(t) UP'(t)- D'(t))
uC(t) - (Q'(t)- P'(t—0)- P()UQ'(t) - P'(t = 0)- P'(t)) = 1
provenite din Capitolul 14, ecuatia (9.2), tinem cont de faptul c&

Q(t) = D'(t)

si obtinem
C(t) - (P(t) - D() U P(t) - D(1)) - (Q(t = 0) - Q(1) - P'(t) UQ(t — 0) - Q(t) - P'(1))-
(@t=0)- Q) UQ'(t—0)-Q'(t)U
uC(t) - (Qt) - P(t = 0)- P(HUQ(t) - P(t = 0) - P(t))-
(QI(t)- PI(t=0)- P'()UQ'(t) - P'(t = 0) - P'(t)) = 1.

Deducem urmatoarele:

el
cj> >

F1GURA 1. Registru de deplasare cu doi bi ti

237
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t € (—o0,tp) :
ci) = 0,
P(t) = P(t-0)=Q(t)=2"
P'(t) = P'(t-0)=Q'(t)=y"

unde s-au notat prin z°,4° € B doi parametri, reprezentand conditiile initiale. Mai
departe:

t e [t t1) :
cit) = 1,
P(t) = D(1),
Q) = Qt—0)=P(t)=Q(t—0) =2’
QW) = Qt—0)=Q (ty—0)=1y"
t € [t1,t2)
ci) = 0,
P(t) = P(t—0)=Q(t) = P(t; —0) = D(t; — 0),
P'(t) = P(t—0)=Q(t)=P(t; —0) = 2"
t € [ta, ) :
cit) = 1,
P(t) = D(t),
Q(t) = Q(t—0)=P(t)=Q(t2-0)=D(t1 —0),
QW) = Qt—0)=Q (ta—0)=2a".
t € [ts,tg) :
ct) = 0,
P(t) = P(t—-0)=Q(t)=P(t; —0) = D(t3 — 0),
P'(t) = P'(t—0)=Q'(t)=P'(ts—0)=D(t1 —0).
t e [ta,ts) :
o) = 1,
P(t) = D(1),
Q) = Q(t—0)=P(t)=Q(ts—0)= D(t3 - 0),
Q'(t) = Qt—0)=Q(ta—0)=D(t; —0).
t e [ts te) :
ct) = 0,
P(t) = P(t—-0)=Q(t) = P(t; —0) = D(t5 — 0),
P'(t) = P'(t-0)=Q'(t)=P'(t;—0)=D(tz - 0)

cu concluzia ci
Q) = 0 X(—oo,tl)(t) ®D(t1—0) - X[tl,t?,)(t) ® D(t; —0) - X[t3,t5)(t) ©®
Q' (1) = 1 X(Cootr) )BT X[ty 45y () BD(t1=0) X1, 1) (E) B D(t3—0) - X1, 1) () B ..
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@ e
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FicurA 2. Numaérator cu doi bi ti

care se poate generaliza usor la un registru de deplasare cu n biti avand intrarea
seriald gi iegirea paralels.
2. Numdiritor cu doi biti in cascada

Analizém circuitul din Figura 2.
Pentru un gir nemérginit tg < t; < t3 < ... ceasul e dat prin definitie de ecuatia

C(t) = Xto,t1) (1) © X[ta,15) (t) D Xty ,15) (1) ®
In ecuatiile (11.2) din Capitolul 14 ale bistabilelor st&pan-sclav T
C(t) - (Qt = 0)- Qt) - P(t) U Q(t — 0) - Q(t) - P(1))U
uC(t) - (Q@t) - P(t—0)- P()UQ() - P(t—0)- P(t)) =1,
C'(t) (Qt—0)- Q) P()UQ'(t—0)-Q'(t) - P'(1))U
uCr(t) - (Q'(t) - P'(t = 0) - P'(H)UQ'(t) - P'(t = 0) - P'(t)) =

cerem ca sa avem

Qt) =C'(t).
Dup4 utilizarea acestei ultime ecuatii, prin inmultire, se obtine:
Ct)- (Q(t—0)-Q(t) - P(t)- (Q(t)- P'(t—0)- P'(t) UQ'(t) - P'(t — 0) - P'(t))U
UQ(t = 0) - Q(t) - P() - (Q'(t = 0)-Q(t) - P'() UQ'(t — 0) - Q'(1) - P'(1)))U
UC(t) - (Qt) - P(t—0)- P(t) - (Q'(t) - P'(t —0) - P'() UQ'(t) - P'(t — 0) - P'(t))U
UQ(t) - P(t—0)- P(t)- (Q(t—0)- Q(t) - P'() UQ'(t = 0) - Q'(t) - P'(¢))) = 1.

Presupunem cid urmétoarele conditii initiale sunt indeplinite:
t e ( o0 t())

P(t)=Q()—P'()—Q'()—0

e necesard pentru un circuit care, pentru ca si numere corect, trebuie s& 1nceapa
numéritoarea de la 0.

Obtinem:

te [to, tl) :

C(t)-Q(t—0)-Qt) - P(t)- (Q(t) - P'(t=0)- P'()UQ'(t) - P'(t = 0)- P'(¢)) =1,
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cit)y = 1,
Q) = Qt-0)=Q(t—0)=0,P@)=1,
P'(t)y = P'(t—-0)=Q'(t)=P'(to—0)=0.
tE[tl,tz)l
C()-Q(t) - P(t—0)- P(t) - (Q(t—0)-Q'(t) - P'() uQ'(t = 0) - Q'(¢) - P'(1)) = 1,
cit) = 0,
P(t) = P(t-0)=Q(t)=P(t—0)=1,

Qi) = QEt-0)=Q(t1—0)=0,P'(t)=Q(t) =1.
te [tz,tg) :
Ct)-Q(t—0)-Qt)- P(t) - (Q'(t—0)-Q'(t)- P() UQ'(t - 0)-Q'(t) - P'(t)) =1,

o) = 1,
Q) = Q—-0)=Q(t2—0)=1,P(t) =0,
Q) = QUt—-0=Q(t2—0)=0,P(t)=Q'(t) =1

te [tg,t4) :
C(t)-Qt)- P(t—0)-P(t)- (Q'(t) - P'(t—0)- P'()UQ'(t)  P'(t—0)- P'(t)) =1,

C(t) 0,
P(t) = P({t—-0)=Q()=P(ts—-0)=0,
P'(t) = P@t—-0))=Q(t)=P(ts—0)=1.
t € [ta,ts)
C(t)-Q(t—0)-Q(t)- P(t) - (Q'(t) - P'(t —0)- P'(t) UQ'(t) - P'(t - 0) - P'(t)) = 1,
ci) = 1,
Q) = Qt—-0)=Q(ts—0)=0,P(t) =
P't) = Pt—-0)=Q(t)=P(ty—0)=1.
t € [ts,te) :
C(t)-Q(t)- P(t—0)- P(t)- (Q(t—0)-Q'(t)- P'() uQ'(t—0) - Q'(t) - P'(t)) =1,
ci) = o,
P(t) = P(t—-0)=Q()=P(ts —0)=1,

Q) = QEt—0)=Q(ts—0)=1,P'(t)=Q'(t) =0.
t € [te, t7) :

C(t)-Q(t = 0)-Q(t) - P(8) - (@t = 0) - Q(1) - P'(H U Q' (t = 0) - Q' (1) - P'(¢)) = 1,

o) = 1,
Q) = Qt-0)=Q(ts—0)=1,P(t) =0,
Q) = Qt-0=Q(t¢—0)=1,P'(t)=Q'(t) =0.

te [t7,t8) :
0 Q0 - U0 PO - (@0 P 0 PHUQ) - Pt —0)- P(1) =1,
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c@t) = 0,
P@t) = P(t—-0)=Q() =P(tr —0)=0,
P'(t) = P({t—-0)=Q'(t)=P'(t; —0) =0.

te [tg,tg)

C(t)-Q(t—0)-Q(t) - P(t)- (Q'(t) - P'(t—0)- P'() UQ'(t) - P'(t —0) - P'(1)) = 1,
C(t) 1,
Q) = Qt-0)=Q(ts—0)=0,P(t) =1,
P'(t) = P'(t—-0)=Q'(t)=P'(ts—0)=0.

In acest moment ne oprim, deoarece calculul incepe si se repete. Rezumiam
cele anterior discutate prin urmétorul tabel:

t Q) Q')

(*Oo,t()) 0 0
[t(), t1) 0 0
[t1,t2) 1 0
[t2,t3) 1 0
[ts, t4) 0 1
[ta,t5) 0 1
[t5, tﬁ) 1 1
[t67 t7) 1 1
[t7,ts) 0 0
[ts, to) 0 0

Tabelul 1

Am obtinut ci

2. Q) +2"- Q)= Y C(E-0)-0().
mod 4
ﬁE(—OO,t]
In scrierea ultimei relatii, s-a presupus c& 0,1 € B sunt aceleasi ca si 0,1 € N; Q

reprezintd cifra unitdtilor, in timp ce @', cifra multiplilor lui 2. Simbolul
mod 4
sumeazd modulo 4 numérul de fronturi cidzitoare a lui C(t).

Circuitul din Figura 1 e generalizat la un numarator cu n biti in cascada, care
numard modulo 2™,

3. Modelul Mealy al circuitelor sincrone

Circuitul desenat in Figura 3 se numeste magina Mealy, de la numele lui G.
H. Mealy care l-a utilizat pentru intaia oara in 1955.
Ceasul satisface

C(t) = X[to,tl)(t) D X[t2,t3)(t) @ X[t4,t5)(t) D ...

unde sirul ¢y < t; < t2 < ... e nemadrginit. Functiile Boolene cunoscute F' : B™ x
B* — B*, G : B™ x B¥ — B” se numesc functia stare viitoare si respectiv
functia de iesire, iar circuitul e descris prin urmétoarele ecuatii:

(3.1) D(t) = D(=00 +0) - X(—o0,t9) (1) ® F(u(t), Q(F)) - X[tg,00) ()
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FicurA 3. Modelul Mealy

(3.2) Q) = Q(—00+0)X(—o0,t,) ) BD(t1=0) X4, 1) () B D(t3—=0) X[ty 15) (L) .

(3.3) 2(t) = (=00 4 0) * X(—oo,t0) () ® G(u(t), Q1)) - X[19,00) (),
cuue 8™ D Qe SH size S, Inlocuim (3.2) in (3.1) pentru a obtine
(34)  D(t) = D(=00 +0) - X(—co,10) () ® F(u(t), Q(—=00 + 0)) - X[ty.1,) (1)

SF (u(t), D(t1 = 0)) - X1, ,15) (1) & F(u(t), D(ts — 0)) - X(rg,5)(£) © -
si din (3.4) se deduc valorile

D(t1 —0) = F(u(t1 — 0),Q(—o0 +0)),
D(toit+1 —0) = F(u(tai+1 — 0), D(ta;—1 — 0)),2 > 1
In acest moment calculdm valorile lui Q(t) din (3.2):
Q(to) = Q(—00 +0),
Q(t2i41) = D(t2iy1 —0),i € N
si, tinand cont de (3.3), obtinem
z(to) = G(u(to), Q(to)) = G(u(to), Q(—o0 + 0)),
T(t2iv1) = G(u(t2ir1), Q(t2i41)) = G(ultaitr), D(t2i41 — 0)),i € N.

4. Modelul Moore al circuitelor sincrone

Avem circuitul din Figura 4, numit masind Moore dupid numele lui E. F.
Moore, care l-a folosit pentru prima datd in 1956.
Ceasul este prin definitia de forma

C(t) = X[tg,tl)(t) D X[t2,t3)(t) D X[t4,t5)(t) D...,
unde girul ty < t; < ty < ... e nemérginit. Circuitul utilizeazd functiile F' : B™ X
B* — B*, G : B¥ — B” numite functia stare viitoare si functia de iesire.
Ecuatiile sunt

D(t) = D(—00 +0) * X(—o0,t0) (1) ® F(u(t), Q1))  X[t,00) (1),
Qt) = Q(—00+0) - X(—oo,,)(t) & D(t1 — 0) - X1, 1) (1) ® D(t3 = 0) * Xgy ) (t) D s
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FiGura 4. Modelul Moore

2(t) = 2(=00 +0) - X(—c0,t0) (1) B G(QE))  Xtg,00) (1),

cuue S™M, D Qe S® gize S, Cain sectiunea precedentd obtinem

D(t1 = 0) = F(u(t1 — 0), @(—00 +0)),
D(t2i+1 — 0) = F(U(t2i+1 — 0), D(tgifl — 0)),Z 2 1

si in cele din urma

z(to) = G(Q(t)) = G(Q(—o0 +0)),
T(t2ir1) = G(Q(t2i41)) = G(D(t2i41 — 0)),7 € N.







CAPITOLUL 16
Anplicatii la teoria intarzierilor

1. Circuitul de intarziere

Simbolul circuitului de intarziere e dat in Figura 1. Mentiondm cateva posi-
bilit#ti de modelare ale acestui circuit care au apirut in Partea a doua a cirtii. In
toate aceste exemple u,x € S sunt functiile de intrare gi respectiv de stare.

fup intarzierea neméirginitd (intarzierea universali):

S.(0),u € S.(0)
fup(w) =4 S.(1),u € S.(1)
S,ues\S.

gg’d“m'f’d'f proprietatea de marginire: 0 < m, < d,,0 < my < dy si sistemul

N u(€) < a(t) < U u(g).
Eeft—dy t—dr+m,] eft—dy,t—ds+my]
dyyd . e o . L
5’ versiune a proprietdtii de mérginire (anume mérginire superioard si
nemdrginire inferioard): d, > 0,d; > 0 si e satisfdcut urmétorul sistem

N w®<zm)< |J ul©.
E€t—d,,t) e(t—dy,t)

I, intarzierea fixd (Intarzierea ideald): pentru d > 0, relatia dintre u gi x este

x(t) = u(t — d).
Intrarea si starile lui fpr ™% flods 1, satisfac u(—oo 4 0) = 2(—o0 +0).

f‘}’&f proprietatea de inertie absolutd: existd 6, > 0,6y > 0 astfel incat x

satisface

wt—0)-z(t)< [ (),

€[t t+6,]

pt—0)-z(t)< [ ().

£elt,t+57]

FIGURA 1. Simbolul circuitului de intarziere

245
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fu' proprietatea de inertie absolutd, versiune: existd 6, > 0,07 > 0 astfel
incat
wt—=0)-z(t)< () =),
EE[t,t+6r)
xt—0)-zt)< () =@
€t t+oy)
;}’5““” ! proprietatea de inertie relativd: se dau 0 < u, < §,,0 < py < 6f

astfel Incat
z(t—0)-x(t) < N u(§),
EE[t—br,t—6r+tp,]
Hi-0) 20 () @
EE[t—65,t—85+puy]

1(?21/ proprietatea de inertie relativa, versiune: pentru 6, > 0,65 > 0 avem

wt—0)-z(t) < () wuld),

ge[t_éw“)t)
x(t—0)-z(t) < m u(§).
£€[t—by,1)
. oy . . ) ,5f ) 7(Sf 2 ,§r7ﬂf75f ) 7(Sf o .
Proprietétile inertiale f 77, fi7 7, frI N ng Ze dadauga uneia (se
intersecteazs cu una) dintre intarzierile fup, fap ™", fgp’, Is. Ddm doud

cazuri particulare de astfel de intersectii.

Jdyymgd pmpdy o . e e o

o Rt intarziere marginita relativ inertiald determinista:
sistemul ia forma

2(t = 0)-(t) = x(t - 0)- N u(§),

Ce[t—dr t—dr+my)

2(t—0) x(t) = x(t - 0)- N u(f).
eft—dy,t—ds+my]

d,d . o .. VY . ey
f B D/ﬁ s intarziere auto-duald relativ inertiald marginitd superior, nemérginita

inferior, constand in ecuatia

Dw(t):(x(t*O)GBU(t*O))' U Du(8) - Xjtg+d.00) (1)
e(t—d,t)

in care are loc u(—00 4+ 0) = U|(—co,ty) = T|(=o0,ty) = T(—00 +0).
Cateva dintre sistemele precedente mai satisfac si conditii suplimentare de com-
patibilitate (i.e. existenta unei solutii pentru orice u).

2. Circuit cu feedback care foloseste un element de intarziere

Sistemul a fost desenat in Figura 2. Firele sunt ideale si toate intarzierile au
fost concentrate in elementul de intarziere.

a) fup

Avem

S:(0),z € S:(0)
{z|z € fup(x)} ={z|lzr € { S.(1),z€ S.(1) } =85
S,xeS\S.
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I_Ex_

Ficura 2. Circuit cu feedback

my,dr,my,dy
b) fep
Presupunem ci 3ty € R, Z|(—oo,,) = 0. Avem urmétoarele posibilitati.

b.l) df —myg > 0
Aceasta implicd tg — dy + my < to, deci U x(§) = 0 i, de fapt,
§€[to—dy,to—ds+my]
vt > t07
a(t) < U z(§) =0.
£E[t—df,t—df+mf]

Unica solutie este x = 0.

b.2) df —my =0

Pentru cd inegalitatea z(t) < |J (&) e indeplinitd de orice x, obtinem ci

£E[t—df,t]
afirmatia x € fglgd”mf U (1) e echivalentd cu
(2.1) N z(§) < a(t).

EE[t—dr t—dr+my)

b.2.1) d,. >0
Analizém urméitoarele situatii care reprezintd toate posibilititile:
i) x(t) = 0;

i) x(t) = X[tl,tQ)(t) @ X[tg,t4)(t) D...P X[t2k+1,t2k+2)(t)7
unde K e Nsgitg <t1 <ty <tz3<..< tor+1 < tog42. Calculam

(2.2) ﬂ z(§) = X[t1+dr,t2+dr7mr)(t)@
E€[t—dr t—dr+my)

@X[t3+dr,t4+dr—mr)(t) ©..0 X[t2k+1+dmt2k+2+dr*mr)(t)’
unde in partea dreaptd a lui (2.2), un termen Xy, ., yd, ts;so+d,—m,)(t) € nul dacd
toir1 +dr > toipo +dr —my, ie. dacd tojro —toip1 <Myt € {0, . k} Pentru toti
i €40,....k} cutoipa —tair1 > my, (2.1) si (2.2) implicd existenta lui j € {3, ..., k},
astfel incat
[toit1 + dr, toivo + dr —my) C [tajq1,t2542);

i) 2(t) = X[1,,00) (1), t1 2 to;

iv) x(t) = X[tl,tg)(t) e .o X[t2k+1,t2k+2)(t) ) X[t2k+3,oo)(t)7

unde k € N gitg < t1 <to <ts <..<tapto < topts lar analiza se face similar
cu cea de la ii), tinand cont c& (2.2) e inlocuitd prin

(2.3) m z(§) = X[tl—i-dr,tg—i-dr—mr)(t) D..0
celt—dy t—dptmy]
®X[t2k+1 +dr togyot+dr—m,) (t) ©® X[ton+3-+dr,00) (t);

V) () = Xty 10) () D X[tg,0) (1) D oo
unde ty <t <ty < t3 < ... € nemdarginit si
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(2.4) m r(§) = X[t1+dr,t2+demT)(t) ) X[t3+dr,t4+demT)(t) ...
EE[t—dr t—dr+my)

Pentru orice i € N cu taj42 — t2i41 > m,, existd un j > 7 asa ca

[t2it1 + dr, toivo + dr —my) C [taj41,t2j42).

Un caz particular al lui b.2.1) e acela cand m, = 0; (2.1) ia forma
(2.5) x(t —d,) < x(t).
Atunci, pentru toti ¢ € N, e indeplinitd incluziunea
[t2i41 + dp, t2ip2 +dy) C supp .
De exemplu, functiile ’periodice’
(1) = Xty,t2) (&) D Xty +dv totdy) (B) B oo D Xty k. tothd,) () S s

unde tg < t1 < ty <ty + d,., satisfac (2.5) deoarece
z(t—d,) = X[t1+dT,t2+dr)(t) @X[t1+2d“t2+2dr)(t)@"'@X[t1+(k‘+1)d“t2+(k‘+l)dr)(t) D...

d; 8oty b5 s y
e mdr oy phe 8 iy cagal b.2.1), df —my = 0,d, > 0 adaugi la
cerintele anterioare proprietitile

(2.6) z(t —0)-z(t) < N z(8),
EE[t—6,,t—6rtp,]
(27) wt=0)-2) < () x(©)

E€[t—6,t—654py]

care implicd, atunci cand 6, > 0, cid z(t) = 0. Pentru 6, = 0, inegalitatea (2.6)
devine triviald: x(t —0) - (¢) < x(t). Atunci, dacd 65 > 0, restrictiile corespunzi-

. NPT . . ..
toare lui ;} H1%7 ale solutiilor - sunt exprimate sub forma (vezi ipoteza v))
X{ta ...} (£) = 2(t = 0) - z(t) <
< m z(§) = X(foo,tlﬁ*(sffp,f)u[tzﬁ*&f,t3+§ffﬂf)u[t4+5f,t5+5f*,u,f)u...(t)

§E[t—6y,t—65+puy]
sau, echivalent,

{t27t4,...} C (—OO,t1+6f—Mf)U[tg-i-(Sf,tg—i-(Sf—uf)U[t4+6f,t5-i-(Sf—p,f)U...

N N prii T FosOrsip 56
6, = 87 = 0 inseamnd trivialitate pentru fg; """,

N y Jdrdy,d 81,8
O situatie interesantd pentru fp,“ " N £y’

m,, 85 = 0, cand incluziunea

e cazul particular 6, >

[t2it1 + dr,t2ire + dp —m,) C supp x

este adeviiratd pentru toti ¢ € N si toate solutiile x din v), proprietatea to;1o —

tair1 > 6, > m, fiind satisficutd datoritd lui f{]’&f )

b.2.2) d, =0

In acest caz, (2.1) ia forma z(t) < 2(t) i toti « € S cu (—o00 4 0) = 0 satisfac

= fglﬁ7dr7mf7df(x)-

Situatia Jto € R, 7|(—s0,t,) = 1 este analizatd intr-un mod dual.

dy.d
c) BD’f
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Sistemul este

ge[t_d'rwt) ge[t_df)t)

cud, > 0,dy > 0. Fiety € R againcat Vt < tg, z(t) = 0. Pentru ca U =z =
ge[to_df)tf))
0, obtinem VYt > tg,z(t) < U z(§) = 0. In mod similar, fie ty € R ast-
Ee[t_df )t)
fel incat Vt < to,x(t) = 1. Deoarece N x(§) = 1, obtinem V¢ > ty,1 =
£€[to—dr,to)
x(§) < x(t). Valoarea tg a fost arbitrard mai inainte, aga ci singurele
Eelt—dyt)
solutii « € fg’}fff (x) sunt functiile constante.
Pe de altd parte, functiile constante satisfac in mod trivial orice conditie su-

. . Brodigsbf b, —
plimentars de inertie f7°7, foy0f, fan et 0 deoarece w(t —0) - x(t) =
z(t—0)-z(t) =0.

d) Iy

Ecuatia de rezolvat este
xz(t) =x(t —d),d > 0.

Dacd d > 0, atunci solutiile sunt cele dou& functii constante, iar daci d = 0, atunci

solutiile sunt toate semnalele.
My, dr,my,dy My, dr,my,dy
e) N fri

BD
Sistemul este
(2.8) 2(t—0)-a(t) = x(t—0)- N x(€),
feft—dy t—dr+my)
(2.9) a(t—0)-z(t) = z(t — 0) - N 2(£)

e [t—df ,t—df +mf]

gl presupunem ca mai inainte ca g € R, Z|(_co,0) = 0.

el)d,>0

Solutia unicd este x(t) = 0, pentru c& xz(t — 0) - x(t) < z(t — d;.).

e2)d.=0

e.2.1) df =mys > 0

Comutarea de la 0 la 1 e posibild, pentru ci (2.8) ia forma triviald z(¢ — 0) -
z(t) = xz(t —0) - x(t). Din acest moment incepand (| z(£) e nuld. Agadar

§eft—dy 1]

solutiile au una din formele z(t) = 0,2(t) = X1, ) (t), t1 > to.

e.2.2) df =mys = 0

Toate semnalele x satisfac sistemul, deoarece (2.8), (2.9) sunt ambele triviale.

6.2.3) df > my >0

Comutarea de la 0 la 1 pare posibild si fie t; > to momentul primei comutéri
de acest fel. Cu alte cuvinte z(¢t1 — 0) - z(¢1) = 1. La orice moment de timp to > ¢;
caracterizat prin [t1,t2) Csupp x, (2.9) devine

(2.10) x(ts) = N z(8).

E€ta—dyf,tao—ds+my)
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FigurA 3. Simbolul portii logice NU

u‘;x 3}’

FiGURA 4. Primul model al portii NU

u| v{>:x

Ficura 5. Al doilea model al portii NU

> o
|

F1GURA 6. Al treilea model al portii NU

Pentru toti to —dy +my <1y, ie. dacd 0 <ty —t; < dy —my, partea dreaptd a
lui (2.10) e 1 gi comutarea lui x de la 1 1a 0 e necesard. Deoarece z(t1) = x(t1 +0),
am gisit o contradictie care aratd ci (2.8), (2.9) nu are solutie z(t) # 0.

Analiza situatiei cand 3tg € R, |(—o0t,) = 1 € similara.

£) f5p N IRD

Solutiile ecuatiei

Dz(t) =0

sunt functiile constante.

3. Poarta logica NU

Poarta logicd NU care calculeazi complementul e simbolizatd ca in Figura 3,
unde poarta gi cele doud fire sunt caracterizate de intarzieri. Ea e modelatd de
oricare dintre circuitele din Figurile 4, 5, 6, in care poarta logicd e ideal&

(3.1) 2(t) = 2(=00 4 0) - X(—co,10) (1) B V() - Xt9,00) (1),

la fel ca i firele si intarzierile sunt localizate in elementele de intarziere. Procesul
de modelare trebuie s& furnizeze relatia dintre z,y si/sau dintre u,v. Ultimul pas
este eliminarea (atunci cdnd e posibil) a variabilelor intermediare: x in Figura 4, v
in Figura 5, v si « in Figura 6. Dam cateva exemple.
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a) fup Figura 6
Faptul ci u este de forma

(3.2) u(t) = u(t) - X(—oo,t0) (t) B ulto) - X[rg,00) (1)
implic&, deoarece v € fyp(u), ci v este de forma

(3.3) 0(t) = 0(t) - X(—o0,t,) (1) B ulto) - X[1, ,00) (1)-
Din (3.1), existd t2 € R aga incat x este dat de

(3.4) z(t) = 2(t) - X(—oo,t2) () B ulto) - X(ty,00)(t)
sty € fup(z) este de forma

(3.5) Y(t) = Y(t) - X(—o0,t5) (1) B u(to) * Xjts,00) (1)

b) g’"b‘?f Figure 4

Existd to € R,A € B,y € B aga Incat v)(—oo,19) = A\ T|(—o00,t0) = Y|(—o0,t0) = M
si avem

(3.6) N «©<u< | =©.
£€(t—dy,t) E€[t—dy,t)
Din (3.1) obtinem:

(3.7) m (1 X(—o0,t0) (&) D V(E) * Xftg,00) (€)) S y(t) <
£€[t—dr,t)
< U (1 X(—o0.t0) (&) B V() * Xptg.00) (€))-
£€[t—df,t)
c) fu! Figura 5

Jto € R, 3\ € B, Ju € B cu proprietatea ¢a u)(—oo,t9) = V|(—o0,te) = A T|(—o0,to) =
. Putem scrie

(3.8) N wo <o)< |J ),
E€[t—d,,t) e(t—dy,t)
(3.9) N w@<v®)< |J w@) (din(38)),
§elt—dy,t) §eft—dr,t)
(3.10) B X (oot @[] wE) - Xftg,00) (1) < @(8) <
Eeft—dy,t)
< X(coot) DD U €)Xy ()  (din (3.1), (3.9)).
EEt—dr,t)

d) g’g N fé’ld, Figura 4
Jte e R,IAN e B,du € B,U|(,m7t0) = A,$|(,m7t0) = Y|(—oo,to) = M- Obtinem

(BI)  a(t=0) = X)) S0 gy (t)  (din (31)),

(3.12) D(t) = x(t = 0) © 2(t) = 1= X(—o0,t0] (1) B V(= 0) - X(1,00) (1)

I X(—oet) ()& VD) Xy o)1) (din (3.1), (3.11))

= 1 X1 (1) & V(= 0) * X(19.,00) (1) B V(t0) - Xq101 () © V(E) - X(2g,00) (F)
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Ficura 7. Circuit cu feedback

= (@ v(to)) - Xt} (1) ® (0( = 0) D 0(t)) - X (1,00 ()

= (L@ v(t0)) - X161 (1) ® DU(t) - X(1,00) (1),

3.13)  Dy(t) = (y(t —0) © 2t -0))- U D(€) - Xjto+d,00) (1) (ipoteza)
€(t—d,t)

= (Yt = 0) B 1 X(—oo,t0](t) V(= 0) - X(25,00) ()"

U 0@ 0(t0) - X413 (6) @ DO(E) - X(tg,0)(€)) * Xty (8) (lin (3:11), (3.12)
Ee(t—d,t)

:y(t—O)éBv(t—O)- U Do(€) - Xit-+d,00) (1)-
€(t—d,t)

e) fud, N fid Figura 5
Jto € R,3X € B,3u € B,u|(,oo,t0) = V|(—oo,ty) = )\7J7|(700,t0) = u. Ecuatiile
sunt

(3.14) 0(t) X0 () = 70 BT Xty (®)  (dim (3.1)),

(315)  (t—0) Xy o)(t) = 2T —0) T X (t)  (din (3.14)

= (2(t = 0) O ) - X(=o0,t0] (1) © 2(t = 0) - X(19,00) (1)

(3.16)  Du(t) = (v(t —0) D u(t—0)) - U Du(€) - Xjtg+d,00) (t) (ipoteza),
Ee(t—d,t)

(317)  Da(t) = (58 0(00))  Xgao) () & Dult) X100 (1) (vesi (3.12))

= (18 0(0) Xp1op (DB (=0 @u(t=0) | Dul€) Xy (1) (din (3.16))
Ee(t—d,t)

= (@ v(to)) X1} () B (t — 0) B u(t — 0 U Du(€) X(tg+d.00) () (din (3.15)).
5 c(t—d,t)

Ni se pare interesantd o comparatie intre formele lui (3.13) si (3.17).
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FiGura 10

4. Circuit cu feedback care foloseste o poarta logica NU

Circuitul e acela din Figura 7, unde poarta logici NU sgi firele au intarzieri.
Modul in care modeldm acest circuit e descris in Figurile 8, 9, 10, in care poarta
logica si firele nu au intarzieri, iar intarzierile au fost concentrate in elementele de
intarziere. In Figurile 8, 9 avem existenta unor to € R si 1 € B cu proprietatea ca

(4.1) U(t) = 1 X(—o0,t0) (1) D U(t) * X[tg,00) ()
(4.2) () = 1 X(—oo,ta) (1) @ UE) - Xfty.00) (2)
in timp ce in Figura 10 avem, in plus fatd de (4.1), (4.2), satisficutd relatia
(4.3) Y(&) = 1 X(=oc0t0) (£) B Y1) - Xit,00) (£)-
a) fup Figura 8
Presupunem ci x este de forma
(4.4) z(t) = 2(t)  X(—o0,1)(t) B 2(t1) - X, 00) (£)-
Din u € fyp(z), acesta aratd ci u este de forma
(4.5) u(t) = u(t) - X(—oo,t,) (1) ® u(t2) - X(t,,00) (1),
unde

(4.6) :c(tl) = u(tg),
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pentru nigte t; € R,t5 € R. Pe de altd parte, (4.2),(4.4) si (4.5) aratd cd

(4.7) x(t1) = u(ta).
(4.6) si (4.7) sunt contradictorii, insemnénd falsitatea ipotezei (4.4). Concluziondm
cd circuitul e instabil si, in loc de (4.4), putem scrie

(4.8)  z(t)=p- X(foo,to)(t) S X[tg,tl)(t) Dp- X[tl,tg)(t) Du- X[t2,t3)(t) D...
unde ty < t; <ty < ... € un gir nemarginit.
b) forst Figura 8
(4.9) N =@ <uy< |J «©
E€ft—d,,t) E€ft—dy,t)
si dac# substituim (4.2) in (4.9) pentru g = 0 obtinem
(4.10) () wld) Xt () Sul®) < | w(€) - Xprg,00)(€)-
E€(t—d,,t) E€(t—dy,t)
Presupunem c# solutia lui (4.10) este de forma
(4.11) u(t) = Xty 1) (t) D X[tg,4) (1) B oy

unde tg < t1 < to < t3 < t4 < ... e un gir nemdrginit pe care incercim si-1
caracterizdm in cele ce urmeazi. Avem

(4.12) () * Xftg.00) () = Xfto.10) (1) B Xt t5) () & e

(4.13) m (&) * Xito,00) (&) = Xitotdy,t1] ) D Xtatdy ts] () D ooy
E€[t—d,,t)

(4.14) U u(é) - X[to,00) (€)= X(to,tl-s-df)(t) U X(tz,tg-i-df)(t) U...
E€t—dy,t)

si, tinand cont de (4.11), (4.13), (4.14), inegalitatea (4.10) devine

(415) [to + dr,tl] U [tz + d7-,t3] U...C [tl,tz) U [tg,t4) U...C

C (to,t1 +dyf) U (ta,t3 +ds) U ...

In (4.15) oricare dintre multimile [to + d,t1], [t + d,t3],... poate fi vidd daci
to+dp > ti,ta +d, > ts,... si oricare dintre multimile (to,t1 +dy), (t2,t3 +dy), ...
se pot intersecta doud cate doud dacd t1 +dy > ta,t3 +dy > 14, ...

Incluziunea stangs a lui (4.15) e satisficutd dacd una dintre urmitoarele pro-
prietéti e indeplinita:

-to+dr >ty ([to+ dr, t1] =0) sau to + d, = t1 ([to + dr,t1] = {t1} C [t1,1t2)),

-ty +dr >ty ([t2 + dr,ts] = 0) sau ty +d, =tz ([t2 + dr, t3] = {t3} C [t3,t4)),

in timp de incluziunea dreaptd a lui (4.15) e satisfdcutd dacd urmatoarele afirmatii
sunt adevirate:

- t1 > to,

-titdy <tasity <ti+dy ((to,t1+df)ﬂ(t2,t3+df) =0si [tl,tz) C (to,tlerf)
sau tq +df > tg ((to,tl +df)ﬂ(t2,t3+df) #* 0 si [tl,tg) C (to,tl +df)U(t2,t3+df))

- t3+df <tygity < t3+df ((tz,t3+df)ﬂ(t4,t5+df) =0Psi [t3,t4) C (tz,tg—i—df)
sauts+dy > tg ((t2,t3+d)N(ta, ts+dy) # O si [t3,t4) C (t2,t3+ds)U(ta, t5+dy)),

)
)
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i.e. in girul nemarginit ¢ty < t; <ty < ... avem

(4.16) VEk € N, togt1 — tog < dr, togt2 — tont1 < dy
Substitutia lui (4.2) in (4.9), pentru p =1, d&
(4.17) m X(—o0,t0) (§) ® U(E) * X[tg,00)(§) S ult) <
Eet—dy,t)
< U X(—o0,t0)(§) B U(E) * Xitg,00) ()
ge[t_dfvt)

cu o solutie de forma
(4.18) U(t) = X(Zo0,t0) (1) D Xt1,12) (1) © X[ty,00) (t) D -,

unde girul tg < t; < t2 < t3 < ... e nemdarginit. In cele din urm# obtinem c& tg = t1

si (4.16) e in continuare adevirati.

o . 60,6 N . . .
Addugarea lui f,7"’ la modelul de intarziere mérginit superior, nemarginit

inferior d& lungimea minim# a O-impulsurilor si respectiv a 1-impulsurilor in (4.11):
VkeN

(4.19) o < togys —tokt2,
b < lokto — bk,
iar in (4.18), cu tg =t1, Vk € N

(4.20) b < togys — tok2,
Or < togsa — tokts.

Il;j’&“”f 1 adaugd lui (4.9) cele dou cerinte
(4.21) u(t —0) - u(t) < m z(6),
EE[t—6r,t—brtp,]
(4.22) u(t —0) - u(t) < N 2(9).

EE[t—b5t—b5+puy]
(4.2) cu p=0gi (4.11) dau
(4.23) N =©= 1 4@ Xuo©

EE[t—br,t—br+tp,] EE[t—6rt—6r+p,]
= ﬂ (X[to,tl)(g) @ X[tz,tg)(g) ) X[t4,t5)(§) ©...)
EE[t—6p,t—8r+p1,]

= X[to+§r,t1+§rﬁur)(t) @ X[t2+5r,t3+5rfur)(t) D X[t4+§r,t5+§r7ur)(t) D ...
iar inegalitatea (4.21)

u(t —0) - u(t) = X{tl,tg,ts,...}(t) <

< X[to+§r,t1+§rﬁur)(t) @ X[t2+5r,t3+5rfur)(t) D X[t4+§r,t5+§r7ur)(t) D ...
este echivalentd cu

{tl,tg,t5,...} C [t0+5T,t1 +5T—,u7,)U[t2 +5r,t3+6r*[/47«)u[t4+6r,t5+6r*NT)U~-~
In mod similar, din (4.2) cu =0, (4.11) si (4.22), obtinem
{ta,t4,16,...} C (foo,to+6ffuf)U[t1+5f,t2+5ffuf)u[t3+6f,t4+6ffuf)u...
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Observim cd, pentru ca ultimele incluziuni si fie adevirate doué conditii necesare
sunt 6, — p,. > 0 si respectiv 6y — pp > 0.
My sy 6 f

Ecuatia (4.18), reprezentand cazul p = 1 combinatd cu fg} , duce la
concluzii de aceeagi naturs.

¢) I Figura 10

(4.1), (4.2), (4.3) impreuns cu
(4.24) y(t) = x(t — dy),
(4.25) u(t) = y(t — da)
sunt adevirate unde d; > 0,dy > 0. Prin eliminarea lui u, z obtinem
(4.26) Y(t) = 1 X(—oototdr) (V) BT Xftgtdy,to+di+dz) (L) D

@yt —di — d2) - X{tg+dy +da,00) ()-

C.l) di+dy=0

Ecuatia (4.26) e incompatibili.

0.2) di+dy >0

Solutia lui (4.26) este
(4.27) y(t) = p- X(—oo,tg—i-dl)(t) DL X[to+dy,to+2di+do) t)®

DI X[to+2dy +da,to+3d1+2d2) (1) B T * X[to+3d1+2ds, to+4dy +3d) (£) © -

d) gLB,dr,mf,df A f;;]r,dr,mf,df Figura 9
(4.1), (4.2) sunt adevirate impreuns cu

(4.28) u(t—0) - u(t) =u(t—0) - m x(§),
Ceft—dy t—dr+m,]
(4.29) w(t —0) - u(t) = u(t —0) - N z(£)

E€ft—dy,t—ds+my]
unde 0 < m, <d,, 0 <my < dy. Prin eliminarea lui , obtinem

(4.30) u(t = 0)-u(t) = u(t - 0)- N (1 X(=o0.t0) () B UE) X100 (€))

CE[t—dy t—dr+my)

(4.31) u(t—=0)-u(t) = u(t—0)- N (P X (—00,0) () BU(E) - X(1g,00) (£))-
Eeft—dy,t—ds+my]
Presupunem ci p = 0.
d.l) dr —my > O,df —mys > 0
Pentru ci in (4.30) avem V¢ € [to, to+d,), u(§) = 0, implicatia este u(to+d,) =
1. Deoarece in (4.31) avem V¢ € [to + dr,to + dr + df),u(§) = 1, deducem c#
u(to +dr +dy) = 0 etc. Solutia e

(4.32) u(t) = X[to+dr,to+dr+df)(t) @ X[t0+2dr+df,t[)+2dr+2df)(t)@

DX [to+3d,+2d; to+3d,+3d,) (E) D oy
ie. din (4.2)

(4.33) z(t) = W : X[to,oo)(t) = X[to,to+dr) (t)® X[to+dr+df,to+2dr+df)(t)@
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sy

Ficura 11. O linie de intarziere

DX [to+2d,+2d s to+3dr+2d,) (E) D .

d.2) d, —m, =0sauds —mys =0
Presupunem ci are loc d, = m, > 0. In aceastd situatie, (4.30) este

(4.34) ut=0)-u(t) = u(t—=0)- [ wl) X&) =

Ee(t—dy,t]

= ut—0)- [ )" X0 () - ult).

E€t—dr,t)

Pentru t < to + d.,u(t) = 0 §i in t = tg + d,, obtinem contradictia u(ty + d,) =
u(to + dr). Sistemul este incompatibil. Posibilitdtile d, = m, = 0,df = my >
0,d; = my = 0 dau si ele sisteme incompatibile.

Situajma 1 =1 e tratatd similar.

e) BD, ﬁfRI, Figura 10

Sunt adevirate relatiile (4.1), (4.2), (4.3) impreun cu

(4.35) Dy(t) = (y(t = 0) ® z(t — 0)) - U Dx(£) - Xjtg+ds ,00) (1),
e t dl,t)

(4.36) Du(t) = (u(t - 0) @ y(t - 0)) - U Dy(€) * Xito+da.00) (1)
Ee(t—da,t)

unde dy > 0,dy > 0.

Presupunem ci p = 0. Atunci (4.36) d& Du(tp) =0, i.e. u(tp) =0.

Din (4.2), x(to) = 1. Din (4.35), y devine 1 in momentul de timp ¢y + dy. Din
(4.36), u devine 1 la momentul de timp tg + dy + da, cand in (4.2) x devine 0.
Concluzia e:

(4.37) T(t) = Xito,to+di+dz) ) D X[to+2ds +2ds,to+3ds +3dz) (1) D sy
(4.38) y(t) = X[t0+d1,t0+2d1+d2)(t) & X[to+3d1+2d2,to+4d1+3d2)(t) D ...
(4.39) U(t) = Xitg-+dy+dato+2d1+2d2) (1) B X[to+3ds+3da,to-+4ds+4da) (1) B -

Situatia g = 1 e similara.
In acest caz, solutiile sunt aceleasi ca la c), modelul 1.
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FiGura 12. Modelul liniei de intarziere

5. O linie de intarziere pentru fronturile cazitoare

Circuitul propus in Figura 11 gi care e reprodus din [14] are portile si firele
caracterizate de intarzieri. Modelul e oferit de circuitul din Figura 12, in care
toate variabilele sunt semnale, portile gi firele nu au intarzieri gi intarzierile sunt
concentrate in elementele de intarziere.

Din punct de vedere static, dacd am fi avut w, z1,y1, ..., 5, Y5, 2, w € B, remar-
cdm cd

(5.1) T3 =Y3 =Tz = Y2 = T1,
(5.2) T5=Ys =T4 =Yg =T1 T3 = T1 " T3,
(5.3) ’UJ:Z:$1'[E5(5§)[L’1'$3 Sil)x_lzm:u,

i.e. functia Booleand pe care o calculeazi acest circuit e identitatea.

Ne intoarcem la situatia generald cand toate variabilele sunt semnale. Existd
to € R si pg, .., g € B astfel Incat uj(—oo 10) = o) Yil(=o0,te) = Ti|(—o0,t0) = HisT =
1,5, 2|(—oo,te) = W|(—o0,ty) = Mg Si sistemul de ecuatii gi inecuatii este

(5.4) Y1(t) = B X(—o0,t0) (1) B u(t) * Xitg,00) (B)s
(5.5) Y2(t) = fo " X(—o0,t0)(t) @ T1(E) * X[t,00) ()
(5.6) Y3(t) = 13" X(—o0,t0)(t) & T2(t) * X[t9,00) ()
(5.7) Ya(t) = 114 X(—oo.t) () B 1 () - 23() * Xr9,00) (1)
(5.8) Ys(t) = 115 X(—o0,t0) (1) @ Ta(t) * X[tg,00) ()
(5.9) 2(t) = g * X(—oote) () @ T1(E) - 25(8) - X[ty 00) (£);
(5.10) N w@©<z< | wi©.i=15,
g€lt—dn,t) gelt—ds t)
(5.11) N 2©9<wy< | =29
€€lt—drt) gelt—ds t)

. . drds . . o
Utilizdm deci modelul f5})," cud, > 0,d; > 0, parametrii care caracterizeazi toate
cele sase elemente de intarziere. Pentru o mai ugoard analizd a circuitului, facem
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ipoteza simplificatoare 3 € B, pg = iy = iy = fig = [, [t = [t3 = [y = [I, pentru
care (5.4),...,(5.9) devin

(5.12) yi(t) = u(t),

(5.13) y2(t) = z1(1),

(5.14) y3(t) = z2(1),

(5.15) ya(t) = w3(t) - 21 (1),

(5.16) ys(t) = za(t),

(5.17) 2(t) = z5(t) - z1(t)

Avem

(5.18) N w@<am< U n© (ccuatia(5.10),
E€t—dy,t) E€ft—dy,t)

(5.19) N w@<u®< (J u© (din(5.12)si (5.18)),

E€t—dy,t) E€ft—dy,t)

(5.20) N w@<wsm< U w© (cuata(510),
£€[t—dr,t) §et—dy,t)

(5.21) M w@<wt)< |J @@ (dn614)s(5.20),
£€[t—dy,t) §et—dy,t)

(5.22) y2(€) < xa(t) < U y2(€)  (ecuatia (5.10)),
£E[t—dr,t) §elt—dy,t)

(5.23) N @< | ®© (din(522),

§elt—dy,t) E€[t—dr,t)

(5:24) N «a@<mb< |J «@® (din(5.13)s5(5.23)),
§eft—dy,t) £€(t—dr,t)

(5.25) (N =@©<zm< | = (din(521)si (5.24)),

¢€ft—d.—dyt) c€ft—d,—dy,t)
(5.26) (N ul@ <as(t) < U u® (din (5.19)si (5.25)),
ceft—2d,—dy,t) ceft—d,—2dy,t)
(5.27) ya(t) = w3(t) - 21(t)  (din (5.15)),
(5.28) () w(®- wW<ui< |  u©- )
geft—2d, —dy,t) EEt—dy,t) geft—d,—2dy,t) Eeft—dy,t)

din (5.26), (5.19) i (5.27). Dar [t—2d,—dy,t) D [t—d,,t), [t—d,—2dy,t) D [t—dy,t)
implici



260 16. APLICATII LA TEORIA iNTARZIERILOR

U uw©= | o,

geft—d, —2dy,t) Ee(t—dy,t)
N w® ) «w©= [ u®,
E€t—2dr—dy,t) Eeft—dyr,t) elt—2d,—dy,t)
U «© U w©= U ue®,
Ee€ft—d,—2dy,t) €ft—dy,t) eft—dy,t)
de unde (5.28) devine
(5.29) N wW©O<wu®< | u@
E€(t—2d,—dy,t) e(t—dy t)

Mai departe:

(530) N wO<uB< J 56 (cuata(s10),
E€t—d,,t) E€(t—dy,t)
(5.31) (| z@ <z < | 2l (din (5.16) si (5.30)),
Eet—dy,t) e(t—dy,t)
(5.32) m ya(§) < xa(t) < U ya(§)  (similar cu (5.23)),
Eeft—dy,t) E€[t—dy,t)
(5.33) N w@®<zm< |J w@  (din(5.31) i (5.32)),
Ee(t—d,—dy,t) eft—d,—dy,t)
(5.34) N w(f) < as(t) < U u© (din(5.29) i (5.33)),
£e(t—3d,—2dy,t) Eeft—dr—2dy,t)
(5.35) 2(t) = a5(t) - z1(t)  (din (5.17)),
G36) (] w© [ w@<z00< U w© U w©
£e(t—3d,—2dy ,t) EE[t—d, t) eft—d,—2dy,t) Ee(t—dy,t)

din (5.35), (5.34) si (5.19). Cu argumente ca acelea pentru (5.28) din (5.36) de-
ducem

(5.37) N wO<0< | u®.

£€[t—3d,—2dy,t) Eeft—dy,t)
Asadar
(539) N wo<0< U e
Eeft—dy,t) £elt—3d,—2dy,t)
Din (5.11) si (5.38) obtinem
(5.39) N wO<wey< U w®.
ﬁe[t—dr—df,t) £€[t—3dr—3df,t)

Concluzia exprimatd prin (5.39) e aceea ci circuitul cregte marginea superioard a
intarzierii crescdtoare a unei porti de la d, la d, + dy si marginea superioard a
intarzierii descrescétoare de la dy la 3d, + 3dy, i.e. cresterea intarzierii descresca-
toare e mai mare decét cresterea intarzierii crescitoare. Acest lucru justifica titlul
sectiunii prezente.
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FicurA 13. Circuit cu oscilatii tranzitorii

EF‘EI & k4
—

—

FI1curaA 14. Modelul circuitului

6. Circuit cu oscilatii tranzitorii

In Figura 13 reproducem exemplul unui circuit din [35]. Modelul siu e desenat
in Figura 14. Ca mai inainte, in prima figurd cele doud porti logice si firele au
intarzieri, iar intr-a doua, toate intarzierile sunt concentrate in elementele de in-
tarziere. Chiar dacd analiza staticd a unui astfel de circuit, cand u, v, z,y, 2 € B, nu
este potrivitd datoritd buclei de feedback, remarcdm c& circuitul propus calculeaz
constanta Booleand 1 deoarece

2=y=U-T Z=U-V-Z=u-U-2=0=1.
Concluzia este ci, atunci cand u,v,z,y, z € S, dupd rezolvarea sistemului, trebuie
sd obtinem tlim z(t) = 1 independent de alegerea lui u, de alegerea conditiilor
— 00

initiale si de alegerea tipului de intarzieri.

Alegem intérzieri fixe i presupunem existenta lui ty € R, pig, pt1, pto € B, astfel
C& U|(—co,ty) = H0s V|(—o0,te) = Z|(—ocorte) = M1sY|(—oo,te) = Z|(—oorte) = Mo Ecuatiile
sunt

(6.1) U(E) = 11 X(—o0,t0) (1) D U(t) - X[ty,00) (1),
(6.2) 2(t) = vt — d),
(6.3) Y(t) =t * X(—ooto) () B ult) - 2(£) - 2() - Xjt,00) (1)
(6.4) 2(t) = y(t —d'),
de unde
(6.5) T(t) = 11 X(—oo0,t0)(t = @) B ult —d) - X[pg,00)(t — ) =
= 11 X(—oortora)(D) @ Ut = d) - Xty 1a,00) () (din (6.1), (6.2)),
(6.6) Y(t) = Ho * X(—oo,te) (t) @ (din (6.3), (6.4), (6.5))

Du(t) - (11 * X(—oo,tg+a) () B ult —d) - Xjtg1d,00) (1) - Yt = d') * X[tg,00) ()
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F1GURA 15. Solutia, cazul 2kd’ < d < (2k + 1)d’
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FIGURA 16. Solutia, cazul (2k 4+ 1)d’ < d < (2k + 2)d’

Rezolvim (6.6) in cazul particular p; = 1, = 1 si u(t) = 1. Ecuatia devine

(6.7) Y(t) = X(=o0,t0) (t) & X(—ooto+d) (1) - Yt = d') * X[tg,00) ()-

Solutia lui (6.7) e urmatoarea
2kd" < d < (2k 4 1)d’ implicd

X(foo,tg)(t) D X[to+d’,tg+2d’)(t) D...
Y(t) = - DB Xpo+(2h—1)d to+2ka) () B Xjto+d,00) (1), K =1
X(—oo,to)(t) @ X[to+d,o0) (t)7 k=0

(2k+1)d' < d < (2k + 2)d’ implicd

X(—o0,t0) (E) ® Xitg+ar to+2a) (£) D -
Y(t) = D Xt 2h—D)d' to+2kd") (1) D X[to+(2kt1)dr,00) () B =1
X(—o00,t0) () © Xitotdr,00) (1), k=10

unde k& € N. In Figurile 15 si 16 am desenat aceste doud functii pentru to = 0 si
k=1

Tegirea circuitului z(t) e obtinutd din (6.4).

Ideea de rezolvare a ecuatiei (6.6) in alte cazuri, la fel ca gi comportarea cir-
cuitului din Figura 13 sunt evidente in acest moment.
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>
>

FicurA 17. Modelul circuitului din Figura 1, pagina 225

I
* * *
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*
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7. Exemplul portii C

Circuitul pe care il analiz&m e desenat in Figura 1, pagina 225, unde portile
logice si firele au intarzieri gi modelul s&u e acela din Figura 17, in care portile si
firele sunt ideale. Exista tg € R si 19, ..., 5 € B aga ca u|(—oo,10) = Mo V|(=o0,te) =
H1, y|*(foo,t0) = Yl(—oo,to) = H2» Z\*(—oo,tg) = Z|(=o0,t0) = 35 wr(—oo,to) = Wi(—co,to) =
Ly, x‘*(_oo to) = Tl(—oo,te) = Hs si urmdtoarele ecuatii sunt adevirate:

(7.1) Y (1) = Mo+ X(—oo,te)(H) D ult) - v(t) - Xjtg,00)(2),

(7.2) 27 () = 13+ X(—o0t0) (1) B (t) - T(E) - X[tg,00) (1)

(7.3) W) = g+ X (—oo,t0) (1) B 0(E) - T(t) - X[ty,00) (),

(7.4) T (t) =t * X(—oo,t0)(£) & (y(£) U 2(t) Uw(t)) - X(rg,00) (£)-

Pentru a simplifica analiza, presupunem c& gy = p; = ... = Ug. In acest caz

(7.1),...,(7.4) devin

(7.5) y*(t) = u(t) - v(),

(7.6) () = ult) - 2(0),

(7.7) w*(t) = v(t) - x(t),

(7.8) () = y(t) U z(t) Uw(t).

a) Modelul intarzierii mirginite

(7.9) N Yy (€) <y(t) < U v (9),
c€lt—dr,t—drtm,] celt—dy,t—dy+my]

(7.10) N Z7(§) < 2(t) < U Z(),
Eeft—dy t—dr+my) eft—dy,t—ds+my]

(7.11) N w*(§) Sw(t) < U w*(§),

feft—dr t—dr+m,] Eeft—dy,t—ds+my]
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(7.12) N w©<z)< U e

£€[t—Dy t—Dp+M,] ¢€[t—Dy t—D s+ My]
cu 0 <m, <dp, 0 <my <dy, 0 <M, <D,, 0< My < Dy iar conditiile de
compatibilitate sunt indeplinite sub forma: d, > dy —my, dy > d, —m, si respectiv
D, > Dy — My, Dy > D, — M,. Am considerat ci cele trei porti SI sunt identice.
Elimin&m variabilele intermediare y*, z*, w*, y, z, w, z*

(7.8),(7.12)
(7.13) z(t) = N (y() U z(§) Vw(§)) >
Ee[tiDT‘7t7DT‘+MT‘]
(7.9) )
> N y(©) > N N y (W) =
£€[t—D,,t—D,+M,] (€[t—D,yt—Dp+ M, |we[é—dr,E—dr+m,]
e s (7.5)
= N Y€)= N (u(©) - v(©)),
£€[t—dr— Dy t—dp—Dptmp+M,] £€[t—dr— Dy t—dp—Dpt-mp+M,]
(7.8),(7.12)
(7.14) z(t) < U (y(§) Uz(§) Vw()) =

§€[t—Dy,t—Dy+My]

= U (U U 2§ U U w(g) <

E€[t—Dys,t—Dyg+Mjy) E€[t—Dy,t—Dy+Mjy) £€[t—Dy,t—Dy+Mjy]

(7.9),(7.10),(7.11)
< U U  vwu

ﬁe[t—Df,t—Df-‘er]wE[g—df,g—df-‘rﬁlf]

U U U 2" (w)U

EE[t—Df,t—Df+Mf]wE[£—df ,§—df+mf]

u U U w*(w) =

(€[t—Dy,t—Dy+Mylwelf—dy,E—dy+my]

= U v (€U U QT

EE[t*df*Df,t*df7Df+mf+Mf] Ee[tfdf7Df,t7dffo+mf+Mf]
U U w(€) =
§€[t—dy—Dyt—ds—Dy+mys+My]
o U u(€) (€
Ee[tfdf7Df,t7dffo+mf+Mf]
U U u(€) - z()
§€lt—ds—Dy,t—dy—Dy+mys+My]
U U v(€) - 2(6) =
§€lt—ds—Dy,t—dy—Dy+ms+My]
= U (w(§) - v(&) U (u(§) Uv(g)) - z(§)) <
¢€ft—dy—Dy,t—dy—Dyg+myp+My]
< U (u(§) - v(§) Uu(§) Uv(§)) =
€(t—dy—Dy,t—dy—Dy+mp+My]
= U (u(&) Uv(€)).

£€[t—dy—Dy,t—ds—Ds+my+My]



7. EXEMPLUL PORTII C 265

Asadar, prin cumularea (7.13) si (7.14),
N (u(€) - v(§)) < z(t) <

EE[tidT‘iDthidTiDT“ka‘JrMT‘]

< U (u(§) Uv(E)),
ﬁE[t—df—Df,i—df—Df—‘r?ILf—‘er]

: . . . gt My dy Dy g+ My d g+ D
s-a obtinut un sistem care e foarte aseménitor lui fj D+ + sHMyodg Dy

b) Modelul determinist
Cerem ca (7.13) i (7.14) si fie indeplinite impreund cu

(7.15) 2(t—0) - x(t) < N (u(€) - v()),
(€t—dr— Dy t—dr—Dr+my+M,]
(7.16) x(t—0)-z(t) < N w(€) - v(€).

E€[t—df—Dy,t—ds—Dy+mys+My]
Sistemul (7.13), (7.14), (7.15), (7.16) reprezintd un model determinist, similar lui

My, drmy,d my,dp,my,dy . .
N frr 7% si e echivalent cu

BD
z(t—0)-z(t) =2(—-0)- N (u(§) - v(£)),
(€[t—dr—Dyt—dr—Dr+m,y+M,]
2(t—0) - x(t) = z(t - 0) - N u(§) - v(9),

€ft—df—Dyg,t—df—Dy+mp+My]
care e similar sistemului (13.1), (13.2) din Capitolul 13.
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ANEXA A

Intersectii cu logica temporala

Limbajul logicii clasice a propozitiilor LCP contine urmatorii atomi:

- constantele individuale 0,1 € B, numite si antilogie, respectiv tautologie;

- variabilele Boolene A1, ..., A, .oy fh1s oovy b, ... € B, numite si variabile pro-
pozitionale.

Intuitiv, acestea reprezintd afirmatii care sunt fie false, fie adevirate. Acelasi
e si cazul functiilor Boolene H : B™ — B,B™ 3 (A, ..., An) — H(A1, ..., \p) €
B, care se mai numesc formule ale LCP. Conectorii LCP sunt legile lui B :
—, U, D, ... etc.

Semantica LCP raspunde intrebdrii: in interpretarea I care asigneazi n—tuplu-
lui de variabile A = (Aq, ..., Ay,) valoarea \° = (XY, ..., A" ) avem H(A\®) = 1? Daci
da, spunem cd H este satisfadcutd (sau ci e validd, sau ci e adeviratd, sau ci are
loc) in I. Acest lucru se noteaza prin A0 E H. Functia constantd H = 1 se identifici
cu tautologia si scriem = H (H este satisficutd in orice interpretare).

Logica temporald LT foloseste, in versiunea din acesta carte, ’cadrul’ (in englezi
frame) i.e. cuplul (R, <), unde R=multimea numerelor reale="mul{imea lumilor
posibile’=multimea timpului si < este ordinea lui R. Cand dezbatem conditiile
pe care acest cadru le indeplinesgte, e necesar si probabil util, s& folosim structura
algebricd de cAmp a lui R, compatibild cu <. Datoritd axiomei lui Arhimede, R
satisface proprietdtile de serialitate

Ve, 3t <t

si de densitate
ViVt <t =3t t <t <t

In plus, R satisface proprietitile de completitudine (in sensul marginii supe-
rioare): orice submultime mérginitd superior are o cea mai mic# limitd superioars.

In LT folosita de noi, avem atomii:

- constantele individuale 0,1 € S;

- variabilele pseudo-Boolene w1, ..., Uy« T1y ey Tnyy oo €5,

numite ca mai inainte antilogie, tautologie si respectiv variabile propoz-
itionale, care sunt din punct de vedere intuitiv considerate ca afirmatii al ciror
adevir e variabil in timp. Formulele lui LT sunt functii ® : S x §0) — &,
Sm) % S 5 (ug, oy U, @1, ooy Ty) — D(Uny oy U, T1,y ooy ) € S. Primele
m coordonate ale argumentului v = (uq, ..., Uy ), grupate sub numele de intrare,
au rolul de a afirma conditii in timp ce ultimele n coordonate ale argumentului
x = (21, ..., Ty ), grupate sub numele de stare, au rolul de a satisface conditiile afir-
mate de citre u. Maniera in care aceastd satisfacere are loc este descrisd in timp
prin functia ®(u, z)(t).
_ Semantica LT raspunde intrebarii: in interpretarea I care asigneazd valoarea
A= (ui, ..., U, T1, ..., Tp) m + n—tuplului de variabile A = (w1, ..., Um, T1, .., Tn),

269
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avem Vt € R, ®(A)(¢) = 1?7 Dacd rispunsul e pozitiv, obignuim si spunem ci ¢ este
satisfacut in T si notdm acest lucru prin A = ®. Daci existd o interpretare I in care
d este satisfacutd, ¢ se numeste sistem asincron dat sub foma implicita. Ca
si in cazul LCP, functia constantd ¢ = 1 se identificid cu tautologia si cu sistemul
autonom S gi notdm }= ® (P este satisficutd in orice interpretare).

Conectorii lui LT sunt legile induse de acelea ale lui B in S, precum si acelea
care se definesc cu ajutorul lui () si |J. S& mentiondm aici conectorii traditionali ai
logicii temporale care constau in sisteme deterministe date sub forma explicita:

G:S—SVueS Gu)t)= () ulf)
£€[t,00)
citit: ’e cazul gi va fi intotdeauna cazul ca u’;
F:8—SVYueS,Fu)t) = [J ul
£€t,00)

citit: ’este sau va fi cazul ca u’;

H:S—SYueSHuwt) = () ul

citit: ’este si a fost intotdeauna cazul ca u’;
P:S—SVue S Pu)(t)= [J u®
56(_Oo)t]
citit: ’este sau a fost cazul ca u’;
$:8® —gvues? swt)= |J wm) [ wl)
t'e(—o0,t] et 1]
citit: 'ug a fost adevirat de la un moment cand u; a fost adevirat’;
U:S® S vues® U@t = |J wt) [
t'€[t,00) et t]

citit: 'ug va fi adevdrat pand la un moment cand u; va fi adevarat’.
In urmé&toarele variante tentante’ ale lui G, F, H, P:

56(—00,25)
Pt = |J ul®,
£e(=ooyt)
G1(u), F1(u) sunt semnale, iar Hy(u), Py(u) sunt doar diferentiabile. Dintre vari-
antele lui S, U

Siw)(t) = |J w)- () w(9),

t'e(—o0,t) et 1]

Ui)(t) = [ w) (] ),

t'€(t,00) et t’]
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prima e diferentiabild si cea de-a doua e semnal.
Am addugat conectorii limita la stanga gi limitd la dreapta:

L:S— Diff,YueS,L(u)(t) =u(t—0)
citit: ’in trecutul recent, a fost incontinuu cazul ca u’;
R:S — Diff,Yue S, R(u)(t) = u(t +0)

citit: ’in viitorul apropiat, va fi incontinuu cazul ca u’ precum si semi-derivatele si
derivatele definite cu ajutorul lor.
Alti conectori utilizati in carte sunt:

f:8—SVues, flu)t)= N u,
E€lt—dr, t—dr+my)
f:8— 8, YuesS, flu)t)= U u(f),

e [t—df ,t—df +mf]

f:S—=Diff,vues fwt) = |J Dul§)
Ee(t—d,t)
etc.

Existd o compatibilitate intre variabilele propozitionale si conditiile referitoare
la cadre exprimatd prin aceea ci: pentru orice u € S existd un gir nemdarginit
to < t1 < t2 < ... astfel incat w este constant in intervalele (—oo,to), [to,t1),
[t1,t2), ... Aceasta a fost definitia semnalelor, al ciror scop este, de exemplu, acela
de a indica existenta unui moment initial al timpului si a conectorilor L, R. Pe
de altd parte, chiar dacd R e densi si completd, pentru fiecare v timpul e discret.
Posibilit#tile puternice oferite de R sunt folosite in alegerea lui ().

O intrebare deschisi este: ce se cagtigd si ce se pierde cand se considerd dou#
posibilitdti, timpul real si respectiv timpul discret (cAnd multimea timpului este
N). Problema formulati nu e defel triviald. Chiar daci lucrurile nu par neapirat
atractive, ne-am intrebat uneori dacd in loc de R am putea utiliza Q ca multime
a timpului i care este exact rolul completitudinii lui R (care face diferenta dintre
cele doud multimi) in aceastd carte.
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2. Introduction

Professor Grigore Moisil (1906-1973) is one of the computer science founders
and its applications in Romania. He founded the school of the switching theory
and the associated polyvalent logic. Among the members of his school we can
mention the following: George Georgescu, Serban Basarab, Ioana Petrescu (married
Voiculescu), Sergiu Rudeanu, Petre Ivanescu, Gheorghe Nadiu, A. Deleanu, Toma
Gaspar, I. Muntean, Dragos Vaida, Gh. Ioanin, P. Constantinescu, C. Popovici,
Mariana Coroi-Nedelcu.

Professor Moisil was a brilliant mind who had a profound influence on the
Romanian mathematical thinking by pointing out the necessity of its orientation
towards basic applications. He sensed the huge importance of automatized compu-
tations for humanity as early as the 50’s of the last century but, of course, his ideas
were premature, in a mathematical atmosphere dominated by Bourbaki’s trend
favorable rather to pure theoretical studies than to concrete applications. For in-
stance, in 1965 [21] he introduced in his book a genuine collection of circuits' and
proposed the readers to go on with their investigation. Year by year, together with
his co-workers he studied various aspects of the so-called theoretical informatics,
during seminars and, especially, during the communication sessions of the system

IThe words: switching circuit, asynchronous circuit, circuit, network are considered to be
synonims in this context.
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theory group held at the Faculty of Mathematics, Bucharest University. Little by
little, the investigations moved almost completely to the pure theoretical aspects.
Even more, to our knowledge, at the beginning of the 70’s, the research in the field
of switching theory practically stopped, in spite of the unanimous recognition of its
importance.

The discrete-time modeling of the switching phenomena introduced by Moisil
proved to be a pioneering approach, but also represented a limit of his theory.
Indeed, at that time, the question about the degree in which the discrete time
modeling can approximate the realistic continuous time modeling was left aside.

Subsequently, under the evidence of concrete examples, the mathematical com-
munity was forced to consider more carefully the problem of the relationship be-
tween discrete and continuous-time modeling. Our investigations on switching cir-
cuits were influenced by Moisil’s ideas, although not directly: we learnt about his
research during university studies. By that time, the digital electrical engineering
was rather descriptive than mathematically formalized. Therefore, with a view to
deeply understand the phenomena in switching circuits, we became interested in
their mathematical formalization. A hard work of documentation followed, hoping
to find the mathematics underlying these circuits. To our big surprise, we found
almost nothing in our field of interest, in particular the study of the R — {0,1}
functions. In fact in the late 80’s Professor Sergiu Rudeanu confirmed the lack of
such a study in the mathematics of the world. As a result, by the year 2000 and
even earlier we started with a systematic investigation of the asynchronous circuits
and the construction of the necessary mathematical tools. These led us to two
distinct categories of circuits. Roughly speaking, the first category contains delay
circuits that, connected in series, keep the model and the second category contains
delay circuits that, connected in series, do not keep the model. By identifying the
circuit with its model, the same idea may be expressed as: two delay circuits con-
nected in series form a delay circuit in the first category while in the second, two
delay circuits connected in series do not form a delay circuit.

The splitting in two categories solved the so called paradox we noticed in 2001.
Namely, we found by following the descriptive theories of our former professors two
delay circuits connected in series that were not of the same kind like each of them
taken separately. This was a particular case of circuits of the second category, which
our professors considered to be circuits of the first category.

Our book is intended to construct a mathematical theory of modeling the asyn-
chronous circuits.

The asynchronous systems theory is a branch of the systems theory that has
the purpose of bringing under a common framework the mathematical models of
the asynchronous circuits from the digital electrical engineering. It uses:

- the general concepts of system and pseudo-system providing models for the
functional blocks, where modeling is present at a synthetical level as well as

- the particular concept of delay (stable system with 1-dimensional input and
1-dimensional output), providing models for the gates and wires, where modeling
is present at an analytical level.

The concepts of asynchronous system and asynchronous pseudo-system were
introduced in [37], [39]. We have defined them in the sense that can be referred
to in literature as ’the input-output behavior of a non-initialized, non-deterministic
system’, i.e. as multi-valued functions.
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Roughly speaking, the n-dimensional signals are the nice’ R — {0,1}" func-
tions while an (asynchronous) system is a multi-valued function that associates
with an m-dimensional signal, called an (admissible) input, a non-empty set of
n-dimensional signals, called the (possible) states. The input and the states are
required to have a limit as ¢t — —oo (an initial value). More general than that, an
(asynchronous) pseudo-system possesses:

- signals without limit as t — —oo (without initial values);

- the possibility that to an input v : R — {0,1}"™ there may correspond an
empty set of states, i.e. non-admissible inputs exist.

The naturalness of our concept of pseudo-system consists in the fact that:

- it highlights the duality between the initial values and the final values of the
states. The dual properties of initialization and stability can be defined in this
context, that includes a duality between the initial time and the final time too;

- we must take into account the fact that very simple circuits like the RS latch,
for example, have non-admissible inputs (R - .S = 1 is such an input).

A subsidiary aim of the book is to propose open problems, such as: the char-
acterization of the Huffman systems, what is the role of injectivity and surjectivity,
what non-anticipation is - things that seem to be very familiar.

The mathematical facts we presented may also be useful in studying the general
topics of the systems theory. Here are some of them:

- synthesis, model checking (for detecting errors in hardware designs);

- stability;

- feedback, control;

- optimization, optimal control (for example minimal time);

- controllability, accessibility;

- structural decomposability.

It is interesting as well to establish the connections between this theory and
other theories: Petri nets, temporal logic, timed automata.

The book addresses to researchers in computer science, mathematicians and
electrical engineers interested in modeling asynchronous circuits. Its applications
are useful to the electrical engineers.

3. A short abstract

The book is organized in three parts: the first is dedicated to the general
systems theory, the second to the delay theory and the third to applications. Each
part contains several chapters and the chapters are structured in sections. The
important equations and logical properties are numbered. Thus (4.3) refers to
the third outlined equation or logical property of the fourth section of the current
chapter; when we refer to equation (4.3) from the current chapter we do not need
to indicate the chapter, while when we refer to the same equation from another
chapter, we need to indicate the chapter because it does not follow from this number.
The end of the book has four appendices: one showing some intersections with
temporal logic, an index, a list of notations and an abstract in English.

Chapter 2 contains the mathematical framework necessary to model the switch-
ing circuits: spaces of {0, 1}—valued functions and operations on them. In Chapter
3 we introduce a large class of models, namely the pseudo-systems and a few con-
cepts related to them (initial and final states, initial and final time and initial
and final state functions). The most important type of the set of pseudo-systems
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consists of the so-called systems. They represent that particular case of non-empty
pseudo-systems characterized by the existence of the initial values of the inputs and
of the states. The systems are treated in Chapter 4 together with some new notions
of further interest. In Chapter 5 particular cases of systems are introduced and their
properties are largely investigated and commented. The next chapter deals with
the accesses and the transfers of the systems. The surjectivity, controllability and
accessibility are the matters of Chapter 7, where comparisons with other variants
existing in the literature are made. Three types of stability of systems are the
subject of Chapter 8. A few examples are included. In Chapter 9, after a brief
presentation of the known non-formalized definitions of the fundamental mode, the
fundamental transfers are introduced and analyzed. Then, the fundamental mode
is introduced, by using these transfers and its properties are investigated. The
relations between the fundamental mode and accessibility are studied. Part 2 is
dedicated to the delay theory. It starts with the introduction and study of delays,
in Chapter 10. Several types of delays are included. The special class of bounded
delays is investigated in Chapter 11, while in Chapters 12 and 13 the absolutely
inertial delays and the relatively inertial delays are treated. All these three chapters
differ from the previous ones in the sense that they contain a larger comparison of
our notions and the traditional ones. The meaning and the interest for applications
of the presented notions and properties are carefully commented. Part 3 of the
book is dedicated to applications.



